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I Divisibilité, nombres premiers

I.1 Notion de divisibilité

Définition 18.1.1 (Divisibilité, diviseur, multiple)

e Soit a et b deux entiers relatifs, b # 0. On dit que b divise a, et on écrit b | a, si et seulement s’il
existe g € Z tel que a = bq.

e On dit dans ce cas que b est un diviseur de a, et que a est un multiple de b.

On note a | b pour dire que a divise b.
Ainsi, 2[4, —2[4, 2| -4, et —2| —A4.

Proposition 18.1.2 (Caractérisation de la divisibilité en termes d’idéaux)

Soit a et b deuz entiers positifs, a # 0. Alors a | b si et seulement si bZ C aZ.

Définition 18.1.3 (couple d’entiers associés)

On dit que deux entiers a et b sont associés si et seulement si a | b et b | a, c’est-a-dire aZ = bZ.

Proposition 18.1.4 (Caractérisation des entiers associés)

Les entiers a et b sont associés si et seulement si il existe e € {—1,1} tel que a = €b.

Remarque 18.1.5

e Ce résultat peut sembler trivial et sans intérét. Sa version plus générale, pour un anneau intégre
A, est plus intéressante, et affirme que les éléments associés different d’une constante mutliplicative
appartenant au groupe A* des inversibles de A.

e Par exemple, dans K[X], les éléments associés & un polynome P sont tous les AP, pour A € K*.

e Dans Z[i] (entiers de Gauss), les éléments associés & un nombre z sont les 4 éléments z, —z, iz et
—iz.

e Les éléments associés de x sont les éléments qui jouissent des mémes propriétés de divisibilité que .

Théoréme/Définition 18.1.6 (Théoréme de la division euclidienne)

Soit (a,b) € Z2, b # 0.
o [l existe un unique couple (q,r) € Z x N tel que :

a=bq+r et 0<7r<lbl.

o L’entier q est appelé quotient de la division euclidienne de a par b.
o L’entier r est appelé reste de la division euclidienne de a par b.

Remarquez que b peut étre négatif.

Exemples 18.1.7
1. 27T=6x4+3=6x3+9=6x6—3.

Ainsi, des identités a = bg+r, il y en a beaucoup, mais une seule vérifie la condition imposée sur
r. Ici, le quotient de la division de 27 par 6 est 4, et son reste est 3.
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2. 27=(—6) x (—4)+3=(—6) x (—5) — 3.
Sans la valeur absolue dans la condition sur r, c’est la deuxiéme égalité qui aurait été la bonne.
Mais la valeur absolue impose un reste positif. Ainsi, le quotient de la division de 27 par —6 est
—4, et le reste est 3

3. —27T=6x(—4)—3=6x(-5)+3.
Ici, on voit que si on change le signe du nombre divisé, le quotient n’est pas simplement ’opposé
(attention, cela ne correspond pas a la plupart des implémentations informatiques de la division
euclidienne). Ainsi, la premiére identité ne convient pas. Le quotient de la division euclidienne de
—27 par 6 est —b, le reste est 3.
Remarquez que la situation est la méme que pour la partie entiére, pour laquelle | —z| # —|z],
sauf lorsque x est entier. C’est normale, puisque la partie entiére n’est autre que le quotient de
la division euclidienne (réelle) par 1.

4. —27=(—6) x 5+ 3.

Sans surprise, le quotient de la division euclidienne de —27 par —6 est 5, le reste est 3.

La plupart des propriétés arithmétiques de Z (pour ne pas dire toutes) découlent de I'existence de cette
division euclidienne. On peut définir de fagon similaire dans certains anneaux une division euclidienne,

la condition sur le reste étant un peu plus dure & exprimer. On parle dans ce cas d’anneau euclidien.

Définition 18.1.8 (Anneau euclidien, HP)

Soit A un anneau. On dit que A est euclidien s’il est intégre, et muni d’un stathme, c’est-a-dire d’une
application v : A\ {0} — N telle que :

Yac A, Ybe A\{0}, g, 7)€ A, a=bg+r et (r=0o0uw(r) <wv(n))

Exemple 18.1.9

e Quel est le stathme pour la division euclidienne dans Z ?
o Quel est le stathme pour la division euclidienne dans C[X]?
e On peut montrer que Z[i] est euclidien, de stathme z — #|>.

Alnsi, Z et R[X] sont des anneaux euclidiens. Cette derniére propriété nous permettra d’établir un certain
nombre de propriétés arithmétiques pour les polyndmes, trés similaires & celles qu’on a pour les entiers.

Remarques 18.1.10

e Certains auteurs appellent préstathme la notion de stathme telle que nous ’avons définie. Ils imposent
une condition supplémentaire pour les stathmes. La différence n’est pas trop génante dans la mesure
ol on peut montrer qu’avec leur terminologie, tout anneau intégre muni d’un préstathme peut aussi
étre muni d’un stathme.

e Dans la notion générale de division euclidienne définie par stathme, on n’impose pas de propriété
d’unicité. Par exemple, dans Z[i], on n’a pas de propriété d’unicité.

Note Historique 18.1.11

La division euclidienne est appelée ainsi par référence & Euclide qui décrit dans ses éléments le procédé algo-
rithmique de soustractions répétées permettant d’obtenir le quotient et le reste. Cependant, on trouve trace de
cette notion a des époques antérieures, notamment en Egypte.

C’est Gauss le premier, avec I’étude de Z[i], qui remarque que de nombreuses propriétés arithmétiques ne sont
pas spécifiques & Z et découlent de fagon plus générale de I’existence d’une division euclidienne dans un anneau.

Cette remarque est évidemment & la base de la notion d’anneau euclidien.




1.2 Congruences

De fagon quasi-indissociable de la notion de division euclidienne, nous définissons :

Définition 18.1.12 (Congruences d’entiers)

Soit n € N*, et (a,b) € Z2. On dit que a et b sont congrus modulo n, et on écrit a = b [n], si et
seulement si n divise b — a, ou encore si les divisions euclidiennes de a et b par n ont méme reste.

On trouve aussi assez souvent la notation a = b mod n, ou un mélange des 2 : @ = b [mod n].

Nous rappelons les résultats suivants, que nous avons déja eu 'occasion de démontrer.

Théoréme 18.1.13

La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence.

Théoréme 18.1.14

La relation de congruence modulo n est compatible avec le produit et la somme : soit (a,a’,b,b') € Z*
tels que a =a' [n] et b="b" [n]. Alorsa+b=a’' +V [n] et ab=a't’ [n]

En d’autre terme, c’est une congruence sur les monoides (Z,+) et (Z, x), au sens vu dans le chapitre sur
les ensembles.

Ces régles sont importantes pour pouvoir mener & bien le calcul modulaire de fagon efficace : il permet
de faire lors d’une succession d’opérations, des réductions modulo n étape par étape, plutdét que de tout
calculer dans N et de réduire a la fin.

Exemples 18.1.15

e Calculer le reste de la division euclidienne de 12 x 21 x 28 x 18 x 75 x 23 par 11.

51750

e Calculer le reste de la division euclidienne de 168 par 12.

Cette possibilité de réduire les opérations & chaque étape est également important pour I'implémentation
informatique du calcul modulaire, permettant ainsi de travailler avec des entiers plus petit, diminuant
de la sorte la complexité des calculs. On peut ainsi, contrairement au cas du calcul dans Z, borner
explicitement le temps de calcul des opérations modulo n par un réel dépendant de n mais ne dépendant
pas des opérandes.

I.3 Nombres premiers

Nous les avons déja rencontrés, évidemment. Nous rappelons :

Définition 18.1.16 (Nombres premiers)

Soit p € N*. On dit que p est un nombre premier si p admet exactement 2 diviseurs positifs distincts
(a savoir 1 et p lui-méme)

Remarquez que I'existence de deux diviseurs distincts exclut d’office 1 de ’ensemble des nombres premiers,

puisqu’il n’a qu’un diviseur.
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Définition 18.1.17 (Nombres composés)

Soit n € N*. On dit que n est un nombre composé si n posséde au moins 3 diviseurs positifs distincts,
ou en d’autres termes, si n posséde un diviseur positif distinct de 1 et de n.

Proposition 18.1.18

Tout nombre composé admet un diviseur strict premier.

Cette proposition est a la base de 'existence de la décomposition primaire. L’unicité, quant a elle découle
de ce vieux lemme, dont nous démontrons la contraposée de fagon élémentaire, par descente infinie (cette

démonstration est trés proche de celle qu’en donne Gauss) :

Lemme 18.1.19 (Euclide)

Soit a et b deux entiers et p un entier premier tel que plab. Alors pla ou plb.

Cette propriété se retraduit sur les idéaux par ab € pZ = a € pZ ou b € pZ, ou encore, dans Z/pZ :
ab=0=a=00ub=0
Ainsi, le lemme d’Euclide traduit le fait que Z/pZ est intégre.

Remarque 18.1.20

Cette propriété est méme une caractérisation des nombres premiers, puisque si nm n’est pas premier
et différent de 1, et si n = ab est une décomposition non triviale, alors 1'égalité @b = 0 dans Z/nZ
contredit I'intégrité. Ainsi n > 1 est premier si et seulement si Z/nZ est intégre.

De facon plus général, étant donné un anneau commutatif A, et un idéal I, I est en particulier un sous-
groupe distingué de A, et on peut donc définir une structure de groupe quotient sur A/I. Il n’est pas dur
de se rendre compte que la relation de congruence modulo I respecte également le produit et donc que
celui-ci passe au quotient. Des vérifications immédiates montrent que A/I est alors muni d’une structure
d’anneau. C’est par exemple ainsi qu’on obtient la structure d’anneau de Z/nZ, par quotient de Panneau
Z par l'idéal nZ. La remarque précédente incite & donner la définition suivante :

Définition 18.1.21 (Idéal premier, HP)

Soit A un anneau commutatif, et I un idéal de A. On dit que I est un idéal premier de A si et seulement
si A/I est intégre.

Ainsi, dans Z, p est premier si et seulement si pZ est un idéal premier de Z différent de {0} et Z (qui
sont aussi des idéaux premiers).

Théoréme 18.1.22 (Combien de nombres premiers ?)

1l y a une infinité de nombres premiers.

C’est bien joli tout g¢a, mais comment faire pour déterminer les nombres premiers (pas trop gros)?
Erathosténe, mathématicien, astronome, bibliothécaire en chef d’Alexandrie (excusez du peu), astéroide
et cratére lunaire, répondit & cette question il y a déja trés longtemps, par un procédé d’élimination.



Méthode 18.1.23 (Crible d’Erathosténe)
Pour trouver tous les nombres premiers inférieurs ou égaux a n :
1. Ecrire tous les nombres entiers de 2 & n.

2. Le plus petit d’eux, a savoir 2, est premier (il n’a pas de diviseur strictement plus petit que lui,
autre que 1)

3. Les multiples stricts de 2 ne sont pas premiers, on les barre tous.

4. Parmi les nombres restants (en excluant les nombres premiers précédents, a savoir 2 dans la
premiére étape, et en excluant les nombres barrés), le plus petit est premier (il n’est divisible par
aucun nombre premier strictement plus petit que lui et différent de 1, sinon il serait barré). On
barre tous ses multiples stricts qui ne peuvent pas étre premiers, et on recommence cette étape
jusqu’a épuisement de tous les entiers de la liste.

Cet algorithme est trés facile & implémenter dans un langage informatique. Il n’est évidemment efficace
que pour des petites valeurs de n, mais ne peut pas servir & la recherche de trés grands nombres premiers.
Notamment, il est a peu prés inutilisable pour répondre a la question de savoir si un trés grand nombre
donné est premier ou non (question cruciale dans certaines situations en rapport avec des cryptages,
comme la méthode RSA).

II Décomposition primaire d’un entier

II.1 Deécomposition primaire

Un théoréme incournable de 'arithmétique est bien sir :

Théoréme 18.2.1 (Décomposition primaire)

Tout entier strictement positif n s’écrit de fagon unique sous la forme

n=p1 X XPg,

o p1 < - -+ < pg sont des nombres premiers, ce produit étant éventuellement vide sin = 1.

Un anneau dans lequel on a une propriété d’existence et d’unicité (a facteurs multiplicatifs inversibles pres,
et & Pordre prés des facteurs) d’'une décomposition en facteurs irréductibles est appelé anneau factoriel.
Ainsi, quitte & multiplier par I’élément inversible —1 pour obtenir la décomposition d’un entier relatif, ce
résultat se réexprime en disant que Z est un anneau factoriel. On peut montrer que tout anneau principal
est factoriel. Par ailleurs tout anneau euclidien est principal. Donc tout anneau euclidien est factoriel.
C’est par exemple le cas de K[X], lorsque K est un corps (ainsi tout polynome se décompose de fagon
unique, & éléments inversibles prés, comme produit de polyndmes irréductibles). C’est par exemple aussi
le cas de anneau Z[i] des entiers de Gauss. La question se pose alors, notamment dans ce dernier cas,
de savoir décrire les éléments irréductibles. C’est une question pas complétement triviale dans Z[i], en
rapport avec le théoréme des deux carrés (donnant la description des entiers s’écrivant comme somme de
deux carrés).

I1.2 Valuations p-adique

Un nombre premier p pouvant apparaitre plusieurs fois dans la décomposition de n, nous définissons :

Définition 18.2.2 (Valuation p-adique)

Soit m un entier et p un entier premier. On appelle valuation p-adique de I’entier n le nombre d’occur-

rences (éventuellement nul) de lentier p dans la décomposition primaire de n.
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11 s’agit donc de I'unique entier v tel que p” divise n mais pas p?*?.

En notant P ’ensemble des nombres premiers, il vient donc :

Proposition 18.2.3 (Reexpression de la décomposition primaire)

n = Hpv:n(n)’

peP

Pour tout n € N*

ce produit ayant un sens, puisque constitué d’un nombre fini de termes non égauzx a 1.

Proposition 18.2.4 (Régles sur les valuations)
Soit a et b deux entiers strictement positifs, et p un nombre premier.
1. On a : vp(ab) = vp(a) + vp(b).

2. Sib diwise a, on a : v, (%) = vp(b) — vp(a).

Exemples 18.2.5

1. Déterminer, pour p premier, v,((p?)!), et plus généralement v,((p*)!), puis plus généralement
vp(n!) (formule de Legendre)

2. Déterminer v, ((Z

)) en fonction de n et k.

On obtient en particulier le :

Lemme 18.2.6

Soit p un nombre premier. Alors pour tout k € [1,p — 1], <i> =0 [p].

De ce lemme, on tire :

Proposition 18.2.7

Soit a et b deuz entiers et p un nombre premier. Alors (a+ b)P = a? + b* [p].

Ce résultat affirme en fait que 'application = +— 2P est un endomorphisme du corps F, (c’est en fait
lidentité d’apres le petit théoréme de Fermat), et plus généralement sur tout corps de caractéristique p.
Il est appelé morphisme de Frobenius.

La proposition précédente, ainsi que nous venons de le suggérer, a un rapport trés étroit avec le petit
théoréme de Fermat. On peut en fait démontrer ce dernier & partir de cette proposition par une récurrence
assez immédiate.

Théoréme 18.2.8 (Petit théoréme de Fermat)

e Soit p un nombre premier, et x € Z. Alors : zP = x [p)].
o Si de plus, v # 0 [p], alors xP~1 =1 [p)].

Evidemment, cette preuve explique moins bien la raison profonde du résultat que la preuve voyant ce
résultat comme un cas particulier du théoréme de Lagrange, appliqué au groupe (Z/pZ)*.



Remarque 18.2.9

Le petit de théoréme de Fermat est notamment beaucoup utilisé dans les tests de non primalité (avec
un ordinateur!). En effet, pour montrer qu'un entier p n’est pas premier, il suffit de trouver un entier
a tel que a? # a [p]. Ainsi, par exemple, & Paide d’un ordinateur, on peut trouver facilement, pour
n = §(10%! — 1) (nombre contitué de 31 chiffres 1) que 2" # 2 [n]. Ainsi, n n’est pas premier. Trouver
une décomposition de n est une autre paire de manches...

En revanche, déduire de la validité de tests de Fermat qu’un nombre est premier est beaucoup plus délicat,
car le petit théoréme de Fermat ne caractérise pas les nombres premiers : il existe des nombres composés
vérifiant les identités du théoréme de Fermat (la seconde identité étant alors donnée pour tout x premier
avec n). Ces nombres sont appelés nombres de Carmichael.

IIT PGCD et PPCM

III.1 PGCD et PPCM d’un couple d’entiers

Lemme 18.3.1 (Somme de deux groupes abéliens)

Soit H et K deux sous groupes d’un groupe abélien (G, +). Alors H+ K est le plus petit groupe contenant
HUK.

Proposition/Définition 18.3.2 (PGCD)

Soit a et b deux entiers positifs tels que 'un au moins des entiers a et b est non nul, et m € N*. Les
propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Ventier m est le maximum (pour I’ordre usuel) de {d € N* | d divise a et d divise b}

(ii) Ventier m est le maximum (pour l'ordre de divisibilité) de {d € N* | d divise a et d divise b}.
(iii) m = inf (- y(a,b)

(iv) aZ +bZ = mZ
Si 'une de ces quatre conditions équivalentes est satisfaite, on dit que m est le plus grand commun
diviseur de a et b (en abrégé : PGCD), et on le note a A b.

Ainsi, le PGCD de a et b est entiérement caractérisé par I’égalité des idéaux (en notant (a) I'idéal engendré
par a) :
(@) + (b) = (a A D).

Remarquez que pour établir ce point partant de la description usuelle (premier point), on se sert du fait
que tout idéal de 7Z s’écrit Z-a, donc que Z est principal. Le fait que Z est principal nous assure également
que le plus petit idéal contenant a et b est engendré par un élément. C’est 14 une fagon de définir le pged,
comme élément générateur de 1’idéal engendré par a et b.

Cette définition est valide dans tout anneau principal :

Définition 18.3.3 (PGCD dans un anneau principal, HP)

Soit A un anneau principal et a et b deux éléments de A. Un PGCD d de a et b est un élément défini
de fagon unique a inversibles prés par :
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Dans certains cas, un choix de pged s’impose (le pged positif dans Z par exemple). Dans ce cas on peut
utiliser une notation non ambigué (a A b par exemple), et parler du PGCD. Dans les autres cas, on parle
d’'UN PGCD, et on ne peut utiliser une notation qu’a abus prés.

Le PGCD se détermine tres facilement algorithmiquement en remarquant que si a = bg+7r, aAb=0bAT.

Ainsi, en prenant des restes divisions euclidiennes successives le dernier reste non nul fournira le PGCD :

Algorithme 18.1 : Algorithme d’Euclide pour le calcul du PGCD
Entrée : a,b : entiers naturels
Sortie : a A D

tant que b > 0 faire
| a, b < b, a’%d
fin tant que

renvoyer a

Proposition/Définition 18.3.4 (PPCM)
Soit a et b deux entiers non nuls, et M € N*. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) Ventier M est le minimum (pour P'ordre usuel) de {m € N* | a divise m et b divise m}
(ii) Pentier M est le minimum (pour l'ordre de divisibilité) de {m € N* | a divise m et b divise m}
(ii) M = supy- |y(a,b)
(iv) MZ = aZ N bZ.

Si 'une de ces quatre propositions équivalentes est satisfaite, on dit que M est le plus petit commun
multiple de a et b (PPCM en abrégé), et on note M = a V b.

Encore une fois, ce dernier point peut étre pris comme définition dans un anneau principal.

Définition 18.3.5 (PPCM dans un anneau principal, HP)

Soit A un anneau principal et a et b deux éléments non nuls de A. Alors un PPCM de a et b est un
élément m tel que

Ce qui est parfois évident sur les idéaux ne l'est pas toujours autant pour les autres descriptions :

Proposition 18.3.6 (Distributivité du produit sur A et V)
Soit a et b deur entiers naturels, et ¢ un entier naturel non nul.
1. Sia et b ne sont pas tous les deuz nuls, (a Ab) - c = (ac) A (be).
2. Sia etb sont non nuls, (aVb)-c=(ac)V (be).

I11.2 1Identité de Bézout

L’identité de Bézout est elle aussi une conséquence immédiate de la caractérisation par les idéaux :

Théoréme 18.3.7 (identité de Bézout, ou théoréme de Bachet-Bézout)

1. Soit a et b deux entiers dont l’'un au moins est non nul. Alors il existe des entiers relatifs x ety
tels que ax +by = a A b.

2. Réciproquement, étant donné un entier d € N*, s%l existe des entiers relatifs x ety tels que
d = ax + by,

alors a A'b | d.




Note Historique 18.3.8

o C’est le nom d’Etienne Bézout, mathématicien francais du 18° siécle, qui est le plus souvent associé a ce
résultat. C’est pourtant & Claude-Gaspard Bachet de Méziriac que 'on doit la premiére preuve, parue dans
son ouvrage Problémes plaisans et délectables qui se font par les nombres, paru en 1624. Sa preuve est celle
que nous présentons ci-dessous (par Palgorithme d’Euclide)

e Qu’a fait Bézout alors pour avoir droit & tous ces honneurs? Il a généralisé le résultat a d’autres situations,
notamment au cas des polyndémes.

e Il est intéressant de noter que le fameux ouvrage dans lequel Fermat écrivit dans une marge qu’il savait
démontrer ce qu’on appelle aujourd’hui le théoréme de Fermat-Wiles est en fait une traduction par Bachet
de Mériziac de I’ Arithmétique de Diophante. Le monde est petit...

La démonstration passant par les idéaux peut se généraliser dans un anneau principal. Elle posséde
I’inconvénient de ne pas étre constructive. Il peut étre intéressant de trouver explicitement des entiers x
et y assurant l'égalité ax + by = a A b. L’algorithme de la division euclidienne itéré permet a la fois de
déterminer a A b, et d’obtenir une identité de Bézout : il s’agit de ’algorithme d’Euclide. Il est intéressant
de noter que cet algorithme est valide & partir du moment ou ’on dispose d’une notion de division
euclidienne : il peut donc étre généralisé & tout anneau euclidien, dans le sens évoqué précédemment.

Ainsi, par exemple, il nous permettra d’obtenir des identités de Bézout dans R[X].

Lemme 18.3.9

Soit a et b deux entiers positifs, b # 0. Soit r le reste de la division euclidienne de a par b. Alors
aNb=DbAT.

Théoréme 18.3.10 (Algorithme d’Euclide)

e Soit a et b deux entiers positifs, b # 0. En effectuant la division euclidienne de a par b, puis en
effectuant la division euclidienne de b par le reste obtenue, et en continuant ainsi en divisant l’ancien
reste par le nouveau reste, on finit par obtenir un reste nul.

e Le dernier reste non nul est alors égal au PGCD de a et de b.

o L’identité de la division euclidienne permet alors d’écrire, étape par étape, les restes successifs comme
combinaison linéaire de a et b a coefficients dans Z. La derniére étape fournit une identité de Bézout.

Ainsi, en écrivant ro = a, r1 = b puis les divisions euclidiennes successives :

{To =7ri1q2 + 712

'y =7raq3 + 713

1 Tk—2 = Tk—1Gk T Tk

("k—1 = TEQk4+1 + Tht1,
avecry # 0,173 #0,...,7: 0 et rpp1 =0, on a rp, = a A b. De plus, en posant zg =1, 1 =0, yo = 0,
y1 = 1 et pour tout i < [3, k]

Ti = Ti—2 — ¢iTi—1 et Yi = Yi—2 — ¢iYi—1,
on obtient pour tout i € [1,n],
ri = ax; + by,

donc en particulier pour ¢ = k, on obtient une identité de Bézout :
a Ab=azxy+ by.

On peut donc décrire de fagon plus algorithmique :



IIT PGCD ET PPCM

Algorithme 18.2 : Algorithme d’Euclide étendu
Entrée : a,b : entiers naturels non nuls

Sortie : m,u,v tels que m =a Ab = ua + bv
w,v,w,x,r,s < 1,0,0,1,a,b;
tant que s # 0 faire
q, s, T<1// s, 1%hs, S
W, U4 U— qW, Ww;
T, V4V —qx, T
fin tant que
renvoyer (T,u,v)

En pratique, pour ne pas s’embrouiller, mieux vaut écrire les différentes relations obtenues par la division
euclidienne, en remplacant étape par étape les restes obtenus par leur expression obtenue récursivement
en fonction de a et b.

Exemple 18.3.11

e Trouver a l'aide de 'algorithme d’Euclide le pged de 27 et 33, ainsi qu’une identité de Bézout.
e Comment trouver une autre identité de Bézout ?
e A retenir : on n’a pas unicité de la relation de Bézout !

ITI.3 PGCD et PPCM d’une famille finie d’entiers

La notion de PGCD et de PPCM de deux entiers peut étre généralisée & un plus grand nombre d’entiers :

Proposition/Définition 18.3.12 (PGCD d’un nombre fini d’entiers)

Soit a1, ..., a, des entiers naturels, non tous nuls, et m un entier naturel. Les propriétés suivantes sont
équivalents :

(i) m est le maximum (au sens de l'ordre usuel) des entiers d qui divisent chacun des a;, i € [1,n].
(ii) m est le maximum (au sens de la divisibilité) des entiers d qui divisent chacun des a;, i € [1,n].
(111) m = inf(N*,|)(a1a ceey an)

(iv) mZ =a1Z + asZ + - - - + a, Z.

Si 'une de ces quatre propositions équivalentes est satisfaite, on dit que m est le PGCD de la famille
(a1,...,a,) et onnote m =ay; Aag A -+ A ay,.

De la méme fagon :

Proposition/Définition 18.3.13 (PPCM d’un nombre fini d’entiers)

Soit aq,...,a, des entiers naturels, non nuls, et m un entier naturel. Les propriétés suivantes sont
équivalents :

(i) m est le minimum (au sens de 'ordre usuel) des entiers m multiples de chacun des a;, i € [1,n].
(ii) m est le minimum (au sens de la divisibilité) des entiers m multiples de chacun des a;, ¢ € [1,n].
(iii) m = sup-py(a, ..., an)

(iv) mZ=aZNaxZN---NayZ.

Si 'une de ces quatre propositions équivalentes est satisfaite, on dit que m est le PPCM de la famille
(a1,...,an) et on note m =ay Vag V---Vay,.

La caractérisation par idéaux, ou encore la caractérisation par borne inférieure (et I’associativité des



bornes inférieures) nous assure que ces notions correspondent aux PGCD et PPCM itérés :
ar N Nap = ((ag ANag) A...) ANay et arV---Va,=(a1Va)V...)Vay.

En particulier, on en tire ’associativité de A et de V.
On peut étendre le théoréme de Bachet-Bézout a cette situation, toujours en utilisant la caractérisation
par les idéaux :

Théoréme 18.3.14 (Relation de Bézout)

Soit ay, . ..,a, des entiers naturels non tous nuls. Alors il existe des entiers relatifs x1, ..., x, tels que
arN---Nap, =x101 + -+ Tpay.
Réciproquement, s’il existe des entiers xy,...,x, tels que
d=x1a1+ -+ xpan,

alors d est un multiple de a1 A -+ A ay,.

Méthode 18.3.15

Les coefficients 1, . . ., x,, peuvent se trouver explicitement, par itération de I’algorithme d’Euclide : on
cherche d’abord une relation de Bézout entre d; = a1 A as, a1 et as, puis entre do = di A as, dy et as;
en substituant a d; la premiére relation trouvée, on obtient une relation de Bézout entre a; A as A as,
a1, as et az. On continue alors de la sorte, de proche en proche.

Enfin, toutes les notions introduites dans ce paragraphe peuvent étre généralisées a des entiers relatifs
quelconques; le pged et le ppem ne sont alors définis correctement qu’au signe prés (c’est le cas général
dans un anneau principal, ou le pged ne peut étre déterminé qu’a un facteur multiplicatif inversible prés).
Dans le cas de Z, on a un choix privilégié qui consiste & prendre la valeur positive. Le pgcd et les relations
de Bézout se trouvent de la méme fagon, en les cherchant d’abord pour les valeurs absolues, puis en
modifiant les signes de facon adéquate.

II1.4 PGCD et PPCM vus sous ’angle de la décomposition primaire

Nous traduisons d’abord la divisibilité en terme de dévomposition primaire :

Lemme 18.3.16 (Caractérisation de la divisibilité par les valuations)

Soit a et b deux entiers non nuls. Alors alb si et seulement si pour tout p € P, vp(a) < vp(b).

Etant donné deux nombres a et b, le pged et le ppem de a et b s’obtiennent facilement a 1'aide de leur

décomposition primaire. Par exemple :

150 = 2 x 3 x 52 et 180 = 2% x 32 x 5.
Ainsi, 150 A 180 =2 x 3 x 5 =30 et 150 V 180 = 22 x 32 x 52 = 900.

Plus généralement, en utilisant le lemme énoncé ci-dessus, on obtient :

Proposition 18.3.17

Soit a et b deux entiers strictement positifs. Alors, pour tout p € P,

vp(a A b) = min(vy(a), vy (b)) et vp(a V b) = max(vy(a), vy (D)).
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Cette propriété peut bien str étre généralisée au calcul du PGCD et du PPCM d’une famille finie
quelconque d’entiers naturels. On en déduit en particulier la relation suivante entre PGCD et PPCM :

Proposition 18.3.18 (relation liant le PGCD et le PPCM)

Soit a et b deuz entiers naturels non nuls. Alors

(aAb) X (aVb)=ab.

Nous retrouverons cette relation plus tard sans nous servir de la décomposition primaire.

IV  Entiers premiers entre eux

IV.1 Couple d’entiers premiers entre eux

Définition 18.4.1 (Entiers premiers entre eux)

Soit a et b deux entiers naturels non tous les deux nuls. On dit que a et b sont premiers entre eux si et
seulement si a A b =1, donc si a et b n’ont pas d’autre diviseur positif commun que 1.

Cela peut aussi s’exprimer par la relation aZ + bZ = 7Z.

Note Historique 18.4.2

La premiére apparition de cette notion est dans le Livre VII des Eléments d’Euclide.

Proposition 18.4.3 (Simplification des fractions)

e Soit a et b deuz entiers naturels, b # 0. Alors %5 et % sont premiers entre eux.
o En particulier, il est toujours possible d’écrire un rationnel ¢ sous forme irréductible 3+, c’est-a-dire
de sorte que a’ Nb' =1, en simplifiant par a A\ b.

On déduit des résultats de la section précédente :

Théoréme 18.4.4 (Bézout, ou Bachet-Bézout)

Deux entiers naturels a et b sont premiers entre eux si et seulement s’il existe des entiers relatifs x et
y tels que ax + by = 1.

En particulier :

Corollaire 18.4.5 (Eléments inversibles de Z/nZ, HP)

1. Soitn € N*, et k € [0,n — 1]. La classe de k modulo n est inversible dans Z/n7Z si et seulement

si k et n sont premiers entre eut.

2. En particulier, si p est premier, Z/pZ et un corps.

Méthode 18.4.6 (Calcul d’un inverse modulo n)

Soit k premier avec n. Pour calculer 'inverse de k modulo n, c’est-a-dire l'inverse de k dans Z/nZ,
déterminer une relation de Bézout xk+yn = 1, par 'algorithme d’Euclide. On obtient alors 2k = 1 [n].




Un résultat souvent trés utile pour les propriétés de divisibilité, et assez voisin du lemme d’Euclide (le
lemme d’Euclide est d’ailleurs un cas particulier du lemme de Gauss) :

Lemme 18.4.7 (Lemme ou théoréme de Gauss)

Soit a, b et ¢ trois entiers naturels tels que a | bc et a ANb=1. Alors a | c.

Note Historique 18.4.8

Gauss démontre le lemme d’Euclide de fagon élémentaire (la démonstration qu’on en a donnée), puis en déduit
I’existence et 'unicité de la décomposition primaire, qu’il utilise pour démontrer son propre théoréme ci-dessus.
La démonstration que nous en donnons est indépendante du lemme d’Euclide, et le lemme d’Euclide peut alors
étre vu comme conséquence du lemme de Gauss.

En utilisant le lemme de Gauss de facon convenable sur une relation de Bézout, on obtient, indépendam-

ment de la décomposition primaire :

Proposition 18.4.9

Si a et b sont premiers entre euzx et alc et blc, alors ablc.

Corollaire 18.4.10 (PPCM de deux nombres premiers entre eux)

Si a et b sont premiers entre eux, a Vb= ab

Cela permet de retrouver, indépendamment de la décomposition primaire, la relation entre PGCD et
PPCM :

Proposition 18.4.11 (relation liant PGCD et PPCM)
Soit a et b deux entiers strictement positifs. Alors ab= (a A b)(a V b).

IV.2 Famille finie d’entiers premiers entre eux

Enfin, nous définissons deux notions sur un nombre quelconque d’entiers, a bien distinguer I'une de

lautre :

Définition 18.4.12 (Nombres premiers entre eux deux a deux)

Soit a1, ..., a, des entiers naturels. On dit que a1, ..., a, sont premiers entre eux deux & deux si deux
entiers pris au hasard parmi ces n entiers sont toujours premiers entre eux, c’est-a-dire :

V(i,5) € [1,n])?, (G #j)=aiNa;=1.

La notion suivante est moins forte :

Définition 18.4.13 (Nombres premiers entre eux dans leur ensemble)

Soit aq, ..., a, des entiers naturels. On dit que (a1, ..., a,) sont premiers entre eux dans leur ensemble
siai A---Aa, =1, ou de fagon équivalente, s’il existe des entiers z1, ..., x, tels que

r1a1 + -+ zpa, = 1.




