Exercices corrigés d’arithmétique

Diviseurs —Division euclidienng :

Exercice 1 :

1) Démontrer que a | b si et seulement si pourkagZ, a | (b-ka).
2) Déterminer les entiers relatifs a, tels que5§d (a+ 7).

Une solution :

1) a|a. Sia|b alors a divise toute combimeisetaire de a et b, donc pour tott K , a | (b-ka).
Soitk0Z sia| (bka) alors il existe @l Z tel que bka = ga d’'ou b= (q+k) a, donc a|b.
Par conséquent, a | b si et seulement si pouktde?, a | (bka).

2) D’apres la question 1)€8) | (a+7) = a5 | (a+ 7~ (a5)) = a5[12;
doua501{1,2,3,4,6,1251-2,-3,-4,-6,-12} donc &1 {6,7,8,9,11,17,4,3,2;21,-7}.

Exercice 2 :
Déterminer les entiers naturels n tels que-imlivise 3.

Une solution :

Sin-1 divise #3 alors n-1 divise —-(n-1)+ n+3 d’ou n-1 divise 4,
doncirl=lounrl=2o0u rrl=4

n=2 ou n=3 ou n=5.

Les entiers naturels n tels que=hdivise #3 sont ; 2, 3.et 5.

Exercice 3 :
1) Résoudre dans fféquation : X - y* = 13.

2) Résoudre dang” I'équation : 28+ xy =<11= 0

Une solution :
1) ¥ -y =13 = (Xx-y)(x +y) = 13
o ((X-y)(x+y)=13,xy |13 etx+y| 13 )
Les diviseurs de 13 sont 1, 13 et leurs opposeés.
Par conséquent :

-y =13 = xty=1 5, J x+y=13 ou X*ty=-1 4] x+y=-13
Xx—-y=13 x-y=1 x—-y=-13 x-y=-1
DansN?,le premier et les deux derniers systémes n’osideasolutions

x2—y2=13®{§:z3 S={(7, 6)}

2) 2%+ xy -11=0 o x(2¢ +y) =11 ( x(2¥¢ +y) =11, x |11 et 2x+y | 11 )
Les diviseurs de 11 sont 1, 11, et leurs opposeés ;
Par conséquent :

o x=1 x=11 X =-1 X =-11
2 +xy-11=0 {sz fy=11 O{sz +y=1 0‘{ 2x° +y =-11 2 +y=-1



S={(1,9), (11, -241), (-1, -13), (-11, -243) }

Exercice 4 :
Montrer queV n O N 2°™ 1+ 3"*3 est multiple de 29.

Une solution :
2°+14 3°*3 =29 est un multiple de 29 ;
Supposons que? 1+ 3"* 3 est multiple de 29 pour un entier naturel n ;tGedire que
2214 3= 20k, K1 Z.
Démontrons que$™ U1+ 3" D3 est un multiple de 29.
25(n+ l)+l+ 3(n +13 3 = 25n+ 1X25+ 3l’1+3 X3 = 25n+ 1X25 + 3)( (29k_25n+ l)
= 2°™1(32-3)+ 3x 29k=29(2™" + 3K) ;
d'ou 2™ *14+ 30 *1¥3 est un multiple de 29.
Par conséquent? nO N 2°™ 1+ 3"*3 est multiple de 29.

Exercice 5 :

On considere la fractionnqnn;}?9 ; N étant un entier naturel strictement supéréeur
1) Comment choisir n pour que spit simplifiable ?

2) Déterminer n pour que, §oit égale a un entier naturel.

Une solution :

26
1 =1+ ——, nON, n>7

gn est simplifiable si 26 et+¥ ont des diviseurs'en communs distincts de 1.
Les diviseurs de 26 distincts de 1 sont: 2, 136et
Par conséquent :, @st simplifiable si et seulement si : 2-frou 13| A7 ou 26| A7 ;

Par suite gest simplifiable si et seulement si=r2k +7 ou n= 13k+7 ou = 26k + 7, K [ON*,

2) ¢, est un entier naturel si et seulement-41 divise 26

0hON = (n=7=1 ou.Ar7=20u A7 =13 ou K7 =26)
= n=8ou n=9 oun=20 ou n=33

Par conséquent : ,gIN = n0{8, 9, 20, 33 }.

Exercice 6 :

Soit n un entier naturel non nul. Déterminer lgeeke la division euclidienne de :
1) *+2n parn+ 1.

2) 7Tn+15 par 3r 2.

Une solution :

1) ¥ +2n=n(n+l)+ navec 8@ n<n+l. Quel que soit AIN* , 0< n< n+l,
donc n est le reste de la division euclidienne®e2n par n+ 1.
2) 7n+15=2(3n+2) +n +11, avec 8 n+ 11< 3m2

9
N+11<3mM2 < n>§ :

d’ou si n= 5 alors le reste de la division euclidienne de-¥5 par 3/ 2 est n+11.
Si kn< 4 alors n+ 11> 3n+2 . On augmente le quotient d’une unité du diviseur
n+ 15=3(3n+2) +n +11-3n-2 =3(3n+2)-2n+ 9 avec & -2n+ 9<3m+2



9 7
0£-2n+9<3M2 = (nsE et n> E) = n{2, 3, 4}.

Par conséquent, si2, 3, 4}alors le reste de la division euclidierse 7n+15 par 3/ 2est-2n+ 9.
Sin=1 alors On augmente le quotient d’'une unité disdiw, dans la division euclidienne précédente.
n+ 15=4(3n+2)-2n+ 9-3n—-2 = 4(3n+2) -5n+7 avec & -5n+7 < 3n+2

7 5
0<-5m7<3m2 = (nsg et n> §) = n=1

Si n=1 alors le reste estbr+7 =2

Remargue: On pourrait pour9n < 4 faire la division euclidienne de #15 par 3/ 2 en remplagant n
respectivementparl;2; 3 et4.

IPGCD — PPCM

Exercice 1:
Calculer pour tout entier naturel n non nul :
1) PGCD (n, 2ml) et PPCM (n, 2Al) 2) PGCD (2R12,4nt+2) et "PPCM (2fi2,4nt2).

Une solution :
1) —2xn +1x(n +1) =1. D’ou n et 2nt+ 1 sont premiers entre eux d’apres le théoremeéte .
Par suite PGCD (n, 21) =1 et PPCM (n, 2al) = n(2n+1).

2) PGCD (2r2,4nt+2) = PGCD (2(r1),2(2nt+1)) = 2 PGCD (rt1,2n+1)

On a: %(n+1)-1x(2n+1)=1. On en déduit d’apres le théoreme de Bézouneglieet 21 sont
premiers entre eux.

Par suite PGCD (2#2,4nt2) = 2x1 =2 et PPCM.(2R2,4r+2) = 2(n+1)(2n+1).

Exercice 2 :
Déterminer le plus petit entier naturel-dont lestes sont 5 ; 13 ; 17 lorsqu’on le divise respectignt
par 15;23; 27.

Une solution :

Soit N cet entier naturel. Il'existe des entietatits ¢, ¢p et ¢ tels que :

N=15q +5 N=23 g+ 13 et N=27¢+ 17 ;

dou N+ 10=15(q+1);N+10=23(p+ 1) et N+ 10=27(c + 1).

Il en résulte que. N-10 est multiple commun de 15, 23 et 27. N étaptus petit de ces multiples alors
N + 10= PPCM+(15, 23, 27) = 223x5 = 3105 ; d’'ou N= 3105-10 = 3095.

Exercice 3:
Le nombre d’éléves d’'une classe est inférieur &540n les regroupe par 9 ou par 12, il en resthabjue
fois. Quelest ce nombre ?

Une solution :

Soit n ce nombre.

nN=9q+1 etn=12 g +1 ; d'ou n-1 est un multiple commun a 9 et 12, inférieur a 40.
Par conséquent :—th = 36, d'ou n= 37.

Exercice 4 :
Deux entiers a et b ont pour PGGIQuel est le PGCD des entiers 3a+ 5b et y= 5a+ 2b.



Une solution :

PGCD ( a, bx . Posons PGCD(x,y A.

Tout diviseur commun a a et b divise x ety quitsies combinaisons linéaires de a et b.

Par conséquend, est diviseurs commun de x et y, d'@ A.

On déduit de x et y que=&x -5y et b= -5x+13y.

Tout diviseur commun a x et y divise a et b quitst@s combinaisons linéaires de x ety ; d'dk .
Par conséquend =A. Donc PGCD(X, y¥o.

[Equations diophantiennes du type : axby = d

Exercice 1: Résoudre dar®&® I'équation : 11x + 16y 0

1l1x=-16y (1)

16 | 11x )

Une solution :
11x + 16y=0 = 11x= - 16y {

16 | 11x et PGCD(11, 16)1, d'apres le théoreme de Gauss 16 divise x; @dent6k , K1 Z.
On déduit de (1) que y-11k. S={(16k-11k), K17}

Exercice 2:
1) a) Montrer que I'équation 5968y = 1 admet une solution dafs
b) Résoudre da® I'équation 59x+ 68y = 1.

2) Résoudre darn&’ I'équation 59x+ 68y = 2.

Une solution :

1)a) PGCD(59, 68¥F 1, d’apres le théoreme de Bézout il existe detieexrelatifs u et v tels que
59u+ 68v=1. D'ou (u, v) est une solution de I"équation ; dd®@quation admet une solution.

b) Recherche d’une solution particuliere par I'asitjone d’Euclide :

a b | q r | FormonsTt=a-bq

68 |59 | 1 | 9a=b+9, Fab

59 |9 | 6 | 5|b=6(ah)+5;5="7b-6a

9 5 1 | 4| ab==6a+7b+4;4=7a-8b
5 4 |1 |1|7b-6a=7a-8b+1

On en déduit que ~-13a15b=1 et que le couple (15,-13) est solution de I'équnat
59x +68y=1.

59x +68y =1~ 59(x-15) + 68(y+13)= 0

& 59(x-15)= - 68(y+13) - { 59(x-15)=— 68(y+13) (¥

68| 59(%15)

68| 59(x-15) et PGCD(68, 59F 1, d’aprés le théoréme de Gauss 6815«
68 | x-15 donc x=68k+ 15, KI1Z
En remplacant x dans (*) on obtient =y59k — 13.

S={(68k+15,-59k - 13), KJZ}

2) Le couple (15,-13) est solution de I'équatiox $88y=1. On en déduit que le couple (3@6) est
solution de I'équation 59%x68y=2 (E).

59(x-30) =—68(y+26) (**)

(E) = 59(x-30) =—68(y+26) - { o8] 590+ 30)



68| 59(x-30) et PGCD(68, 59F 1, d’aprés le théoréme de Gauss 6830x
68 | x-30 donc x= 68k+ 30, K1Z

En remplagant x dans (**) on obtient =y-59k — 26.

S ={(68k+30,-59k - 26), KJZ}.

Congruence

Exercice 1:
1) Vérifier que 100G1 [37] et en déduire que pour tout entier natureima 16" = 1 [37].
2) En déduire le reste de la division euclidienedtd01 037 par 37.

Une solution :
1) 1000= 27x37 + 1 d'otl 1000=1 [37].
1000= 10° , 1Gd'ou pour tout entier naturel n @®=1"[37] donc 18" =1 [37].

2) 1001037 10° + 10° + 37

D'aprés 1) 16=1[37], 16=1 [37] et 37=0[37].

Par addition 19+ 10° + 37=2 [37] ; donc 10010372 [37]. Par conséquent 2 est le reste de la divisi
de 1001037 par 37.

Exercice 2 :
1) Montrer que 67-1 est un multiple de 11.
2) Pour quelles valeurs de n entier naturél+%" + 1'est un multiple de 3 ?

Solution
1) 67=6x11+1 dou 67=1 [11], 67°=1%911] et 67°=1 [11]; donc 6% -1 est un multiple de 11.

2) 5=-1[3] d'ou 5 =1 [3].

On en déduit que pour tout entier.naturel A= 6-1)" [3] et 5" =1 [3].
et 1=1[3] ; d’ou par addition® + 5" +1 = 2+ (-1)"

Si n est pair alors®2(=1)"=3=0 [3].

Si n est impair alors2(-1)" = 2=2 [3].

Par conséquent®5+ 5" +1 est un multiple de 3 si n est pair.

Exercice 3:
Démontrer que'le carré de tout entier naturel esadorme 5a1 ou 5n ou 5/ 1, n entier naturel.

Une solution :

Soit NOON. N=0 [5]ouN=1o0uN=2[5] ouN=3[5]0ou N=4][5].

SiN=0 [5]alors N=0 [5]

SiN=1 [5]alors N=1 [5]

SiN=2 [5]alorsN=4 [5]et 4=-1 [5] d' ot N=-1 [5]

SiN=3[5]alorsN=9 [5]et 9=-1 [5]douN=-1 [5]

SiN=4[5]alorsN=16 [5]et 161 [5]douN=1 [5];

donc N=0 [5]ouN=1 [5] ouN=-1 [5]

Par conséquent il existe n entier naturel tel que3d ou N=5n+1 ou N=5n-1, donc le carré de tout
entier naturel est de la forme-8nou 5n ou 5/ 1.



Exercice 4 :
Résoudre dang: 1) 14x=3[4]; 2) ( 3»x&1][5]
{ 5% 2 [7]

Une solution :
1) 14x =3[4] - 14x+4k=3, KIZ.
= 2(7x+2k) =3
=2 divise 3, ce qui est faux.
S=0;
2) 3x=1 [5] 3% 5k=1, KIZ
{ 527 - { 5%7k’ = 2, KOZ
3x+5k=1 (1)
Le couple (2;1) est uns solution d&.)
(1) = 3(x-2) +5(k+1) =0 = 3(x-2)=-5(k+1) et 5| 3(x2)
5| 3(%2) et PGCD (5, 3¥1, d'apres le théoreme de Gauss-5].x
5| x-2 donc x=5q+2, qJZ.
Par conséquent 3x1 [5] équivauta x 5q+2, qJZ. ;

5x+7k'=2 (2)
PGCD(5, 7F1 d'ou il existe u et v entiers relatifs telstFw =1.(*)
Le couple (3;2) est solution de (*) ; d’ou le couple (64) est solution d€2).
(2) = 5(x-6) +7(k’'+4) =0 = 5(x-6) =—7(k'+4) et 7 | 5(x6).
7|1 5(0¢6) et PGCD(5, 7¥1,d'apres le théoreme de Gauss 74.x
7 | x6 donc x=7q’ + 6, 0 Z. Par conséquent... 5x2 [7] équivaut a x 7q’ + 6, q'0 Z.
Par suite
3x=1[5] X=5q+2, qZ
J[5x52 [7] = i Xx=7q'+6,qUZ
. X=5q+2 et bq2= 7' +6
5g+2= 79'+6 - 5a7q9=4 (3).

Le couple (3, 2) est solution de I'équation-5tf'= 1 ; d’ou le couple (12, 8) est solution de I'édqoat
5q-79'=4.

(3) = 5(a-12)-7(q'=8) = 0 = 5(q-12) = 7(q'-8) et 7| 5(&12)

7] 5(0-12) et PGCD (7, 531, d’apres le théoréme de Gauss-|2)

7| 12 donc'gr 7k+ 12, KIZ

Par suite x='5(7k+ 12)+2 = 35k + 62 ;

S={35k+ 62, KIZ }.

[Exercices de synthése :

Exercice 1 :

Soit n un entier naturel non nul. On considére deuxbres a et b définis par :
a=2n+3 et b =5n-2.

1) Démontrer que le PGCD de a et b divise 19.

2) Déterminer les entiers naturels n pour lesgegd®GCD de a et b est 19.

Une solution :
1) a=2n+3 et b =5n-2 {NN.



Tout diviseur commun a a et b divise toute comisimailinéaire de a et b ; d’ou le PGCD (a, b) divise
5a-2b=109.
Par suite PGCD (a, b) divise 19.

2) Si PGCD (a, b¥ 19 alors il existe deux entiers a’ et b’ premiengre eux tels que :=9a’ et b=19b’
5a2b=19 = 19(5a-2b’) =19 = 5a’-2b’=1 (E)

Le couple (1, 2) est solution {€).

(E) = 5(@-1)-2(b'-2)=0 <5(a-1)=2(b’-2) et 5| 2(b-2).

5| 2(b-2) et PGCD(5, 2¥ 1, d’aprés le théoréme de Gauss 5k’

5| b-2 d’ou b’= 5k +2, kKO N.

Ona:b=19b’ d'ou 5n-2=19(5k+ 2) ; n=19k+ 8 ;

donc PGCD (a, by 19 si; n=19k+ 8, kKIN.

Exercice 2 :

1) Trouver une solution particuliére daffsde I'’équation (E) : 15x+ 8y = 1.

2) Résoudre dar I'équation (E) : 15x+ 8y = 1000 ;

3) De combien de fagons peut-on obtenir exacted@d® points en langcant des-flechettes sur la cible
dessous ? (le nombre de fléchettes n’est pas lehbé@ suppose qu’elles atteignent toutes lessible

15 points pour une fléchette qui atteint le disque central.

8 points pour une fléchette qui atteint la couronne.

8 point:

Une solution :

1) Le couple £1, 2) est solution de I'équation {)E

2) (-1, 2) est solution de I'équation)Ed’ou le couple£1000, 2000) est une solution de I'équatiop) (E
(E2) = 15(x+ 1000)+ 8(y—2000)=0 =~15(x+ 1000)=- 8(y-2000) et 8| 15(¢ 1000)

8| 15(x+ 1000) et PGCD(8, 15) 1 alors d’apres le théoreme de Gauss+8000

D’ou x = 8k-1000, KIZ et y=-15k+ 2000, K1 Z.

S ={(8k—1000,-15k+ 2000); KIZ}

3) Soit x et y le nombre de fleches qui atteigmespectivement le disque et la couronne.

On déduit de 2) que: 15%x8y= 1000~ x=8k-1000 et y= —15k+ 2000, (x, yJIN? ,kOZ.

(8k=1000 = 0 et—15k+ 2000= 0, kIZ ) - &8003 k< %500 d’ou k[J[125, 133N ;

Le nombre-de facons d’obtenir exactement 1000espond au hombre de facons de choisir le couple
(X, y) solution'de I'équation.

A chaque valeur de k correspond un couple (xkyprend 9 valeurs possibles del25 a 133.

Par conséquent il y a 9 fagons d’obtenir exacterh@@0 points en lan¢ant des fléchettes sur cdite.ci
Exercice 3 :

On consideére la suite {) d’entiers naturels définis pag @ 14 et .1 =5, —6 ; NON

1) Calculer u, W, U, et u. Quelle conjecture peut-on émettre concernardées derniers chiffres de
Un ?

2)a)Montrer quél nCN, Uy = Uy [4].

b) En déduire pour touttKN uy = 2 [4] et Uy+1 = 0 [4].

3)a)Montrer par récurrence qiien N 2u,=5""?+ 3.

b) En déduire quel n O N, 2y, = 28 [100].

4) Déterminer les deux derniers chiffres de I'écatdécimale depsuivant les valeurs de n.

5) Montrer que le PGCD de deux termes consécuifs duite (i) est constant. Préciser sa valeur.



Une solution :

1) w =14 et Y1 =5, -6 ; CIN

u =64, yp=314, y= 1564, y=7814.

Conjecture :

Si n est pair alors les deux derniers chiffres gd®ument 14.
Si n est impair alors les deux derniers chiffresigi®rment 64.

2)a) Y1 =5U, =6 d’OU Uh+2 =Sth+1 -6 = 5(50, =6 )6 = 25 LK,—36

25=6x4+1 d’'ou 25= 1 [4] puis 25 4= u, [4] et-36=0[4]

Par addition 25 4+36= u, [4] , on a W2 =25 y—36 ; donc K = Uy [4] pour tout N,
b)yOna: y=14etl4E2[4] ,u=64et640][4];doncy=2[4] etu=0 [4].
Supposons quen= 2 [4] et yk+1 = 0 [4] pour un entier naturel k.

Montrons que tk+2 = 2 [4] et Y3 = 0 [4]

D’aprés a) on apd2 = Wk [4] , ez = Upksr [4] et par hypotheéserE 2 [4] et yw1=0 [4] ;
d’'ou Wi+2= 2 [4] et ki3 = 0 [4] ; donc pour toutKIN uzi = 2 [4] et Y1 = 0 4]

3) a) 2y = 28 et 8%+3=28+3=28 ; d’'oll 24 = 3" *+3 ;

Supposons que g& 5*2+3 pour un entier naturel n. Montrons que.2& 53+3
2un+= 10 Y—12=5(2 4) -12=5(5"*?+ 3)-12=5""3+15-12=5"*3+3 :

donc pour tout AN 2y, = 5"*%+ 3.

b) B2+ 3=5"x25+3 ;5= 1 [4] d'ou §'=1 [4]

5'=1[4] d’ou 58 =4qg+ 1, ¢IN.

On déduit de ce qui précéde qulé 5+ 3= 25( 4g+1) +3= 100g+28 et 28< 100 ;
d'ou 8'*?+3=28[100] ; dondd nON, 2u, = 28 [100].

4) on a 2y=100g+28, 1IN

Sigestpair alors 2g200q9’'+28 d'ou.y,= 1009’ +14 ; d'ou 14 est le nombre formé par les deux
derniers chiffres deyu

u,= 1009’ +14 par conséquent ,, & 2 [4] ; de la question 2b) on déduit que n est pa

donc si n est pair le nombre formé par-les dermbiffres de yest 14 ;

Si g est impair alors 2e 200g'+128 d’ou Y= 100qg’+ 64.

Par conséquent,& 0 [4] ; de la question 2b) on déduit que n egtdim;

donc si n est impair le. nombre formé par les desrihiffres de pest 64.

5) Soit d= PGCD(4 s Uh+1)-' De 4) on déduit que 2 est un diviseur commug,@é U1 ; d'ou d= 2.
d divise toute combinaison linéaire dgetith+1;
On a: 54-un+1= 6 ;' donc d divise 6. Les diviseurs positifs dedidcts de 1 sont2, 3 et 6 ;
donc les valeurs-possibles de d sont : 2, 3 et 6.
On a pour'tout N 2y, = 5" "2+ 3=5"x25+3
5=2[3] , 2521 [3] et 3=0 [3] d’ou 2y=2"[3]
2'>0, d’'ou 3 ne divise pas guPuisque 3 et 2 sont premiers entre eux alorsdvise pas y (En effet
si 3 divise yalors 3 divise 24 ce qui est faux.)
3|6 et 3 ne divise pag,ud’'ou 6 ne divise pas,u
3 et 6 ne divisent pas.LDonc d est différent de 3 et de 6.
Par conséquent PGCDy(Wh+1).=2.

Exercice 4 :

Pour tout entier relatif x, on pose : f(x)—%x + % et A={x0Z/1f(x) OZ }.

1) Montrer que A n’est pas I'ensemble vide, puidégerminer.
2) Déterminer : B = {K] A / 4X-9(f(x))? est divisible par 7 }.



Une solution :
1) f(-1)=1, 10Z d'ou-10A. Donc Az .

_2,.1_
xOA < 3x+ 3—k, x0OZ, kKOZ

o 2x+3k=1 (E), (x, kjJZ?
Le couple £1, 1) est solution de (E).
(E) = 2(x+1) +3(y-1) =0
= 2(x+1) ==3(y-1) et 3| 2(*1)
3| 2(x+1) et PGCD(2, 35 1, d’'apres le théoréme de Gauss3| x
Par suite x 3g-1, JZ, donc A={3q9-1, qJZ}.

2) XOB < xOA et (2x=3f(x))(2x + 3f(x))) est divisible par 7.

= XxXOA et 7|4x1. —__—p—

- (x=3q-1,JZ et4x=7p+l, pJZ) - 4 X=°0"1 0

( Tt p+L, Z) { 12q-4=7p+l, piZz

124 =7ptl = 120-7p=5 (E)
Le couple (1, 1) est solution de (E) ;
dou (E) = 12(g-1)-7(p-1) = 12(g-1)=7(p-1) et 7|12(q1)
7112(q-1) et PGCD(12, 7¥ 1 ; d’apres le théoreme de Gauss %]1q
Par suite g 7a +1,a0Z et x=21a +2, alZ, donc B={ 21a +2,alJZ}.

Exercice 5 :

Un astronome a observe, au jogrld corps céleste A, qui apparait périodiquemaun tes 105 jours.
6 jours plus tard (J+ 6), il observe le corps B, dont la période d’aftjar est de 81 jours.

On appelle Jle jour de la prochaine apparition simultanéedias< objets aux yeux de I'astronomie. Le
but de I'exercice est de déterminer la date dewel].

1) Soit u et v le nombre de périodes effectuégsertsrement par A et B entre &t J.

Montrer que le couple (u ;v) est solution de I'épa (E,) : 35x— 27y = 2.

2)a)Donner un couple d’entiers relatifg () solution particuliére de ¢: 35x-27y = 1.

b) En déduire une solution particulierg (@) de (&)

c) Déterminer toutes les solutions de)(E

d) Déterminer la solution (u ;v) permettant de dami

3)a)Combien de jours s’écouleront entyetl] ?

b) Le jour J était le mardi.7 décembre 1999, quelle est la éadete du jour J? (L'année 2000 était
bissextile.)

c) Si 'astronome a manqué ce rendez-vous, condegours devra-t-il attendre jusqu’a la prochaine
conjonction des deux astres ?

Une solution :
1) les jours d'apparition de A sont définis pag+305u
les jours d’apparition de B sont définis pag +Bb +81v.
A la premiere apparition simultanée de A et B orda105u=J, + 6 +81v ;
d'ou 105u-81lv=6.
3(35u-27v)=6
35u-27v=2
Par conséquent le couple (u ;v) est solution dgibéion (k) : 35x— 27y = 2.
3)a) () : 35x—-27y =1
Utilisons I'algorithme d’Euclide pour trouver unelgtion particuliére de (£ .

1 3[2|1|2
35|127|8|3|2]|1




18 [3 ]2[1]/0] | 1=3-2x1=3-(8-3x2)=3x3-8
= 3(27-3x8)-8 = 3x27-10x8
= 3x27-10(35-27)13x27 - 10x 35
d'ou —-10x 35+13x27=1. 3% (-10)- 27x(-13)=1 ; donc le couple«0,—-13) est solution de ¢t
b) Le couple £10,-13) est solution de @gkEd’ou le couple £20,-26) est solution de ¢l
) (x,y) est solution de ¢ = 35(x+20)— 27(y+26) =0
= 35(x+20)= 27(y+26) et 27| 35(x20)
27| 350¢20) et PGCD(35, 2731 d'apres le théoreme de Gauss 27X
Par suite x= 27k-20 , KJZ et y= 35k-26 ;
donc les solutions de {Esont les couples (2A20, 35k-26) , KIZ .

d) (u, v) est solution de (Ed'ou u=27k-20 et v= 35k—-26, KIN*.

La solution (u, v) donnant; §'obtient pour k=1

Si k=1 u=7etv=09.

La solution permettant de donnere3t le couple (7, 9).

3a) Nombre de jours qui s’écouleront entyetl] est : N= 105<7= 735

Remarque: N = 6+ 9x81= 6 + 729=735.

b) 735=0 [7] d’ou le jour Jest un mardi.

Le jour J étant le mardi 7 décembre 1999 alors il resteo@dsjde la fin de I'année 1999.
735-24=711

En fin 1999 il reste 711 jours de J711= 366+345 (366j de 2000:et' 345j de 2001)

345 =365-20;31-20=11; dou le joyedt le 11 décembre 2001.

La date correspondant aekt le mardi 11 décembre 2001.

c) Si I’Astronome rate ce rendez-vous, il attenglmanombre 'de jours égal a PPCM(81;105).
PPCM (81;105¥F 81x35=2835. Il attendra donc 2835 jours.

Exercice 6 : Nombres de Mersenne:
a: Montrez que pour toutentier naturel. > 2 -si"2 1 est premier alons est premier
b: Montrez que Z - 1 n'est pas premier

Exercice 7 : Le petit Théoreme.de FERMAT:
Soitp un entier naturel premieretun entier strictement compris entre @et
a : Montrez que Cy' est divisible par p.
b : Montrez que, pour tout.entier natuaie{a + 1)° - a° - 1 est divisible pap.
c : Montrez que, pour tobtentier naturel, siof - b) est divisible pap alors
0 +1F -(b +1) I'est aussi.
d : Déduisez-en le petit théoreme de Fermat:
"Pour tout'entigr premier et toué entier ,a" - a[p] "
e: Montrez quée est premier si et seulement si pour toei{1 ; 2 ; ... ;p- 1}
onar P 1]

Exercice 8 :Théoreme de Wilson

Soitp un entier naturel premier. On notp Eensemble {1 ; 2 ; ....p-1}.
a : Montrez que tout élément dp &st premier aveg.
b : Montrez que pour toatde Ep , il existeb unique dans [tel que
ab- 1 [p].
c : Déterminez lea éléments de fEtels quea® - 1 [p].
d : Montrez que 1*2*3...*0-1) - (p-1) [p]
e : Déduisez-en que pour tquéntier naturel premier,g(-1)! + 1 est divisible pagp. (Ce
résultat ainsi que sa réciproque est le théorenwits®n)

Exercice 9 :



Montrez que si un entier naturel a exactement tliviseurs dandl alors cet entier est le carré
d'un nombre premier.

Exercice 10 :

a: Montrez que pour tout couple d'entier relatfsy , six? +y? est divisible par 7 alopsety sont
aussi divisibles par 7.

b: Montrer que le seul triplet d'entiers matsi &, y, 2) vérifiantx2 +y2 = 72 est (0, 0, 0).
Exercice 11 :

p est un nombre premier > 2. On suppose qu'il eaistd dansN tels que
p=a2+h2

a: Déterminez les valeups< 100 possibles.

b: Montrez que pour towtdansN, x2 est congru & 0 ou 1 modulo 4.

c: Montrez alors qup est congru a 1 modulo 4.

d: Peut-écrire 2003 comme somme de deux carrésNfans

Exercice 12 :

Deux nombres premiersetm sont dits "jumeaux” si+ 2 =m.

Par exemple , les couples (11, 13), (17, 18], 43) sont des couples de nombres premiers
jumeaux.

On considere un entier> 3.

a. Montrez que sir(, n + 2) est un couple de nombres premiers jumeaus aldoit étre
congru a 2 modulo 3, autrement dit, on doit ayais 2 [3].

b. Montrez que sir{, n +2) est un couple de nombres premiers jumeaus atod ne peut
pas étre premier.

c. Montrez querf, n +2) est.un couple de nombres premiers jumeaux
si et seulement sk + 2n-a exactement 4 diviseurs daxis

Exercice 13 :

Montrez que, pour tottentier > 3, le nombre= 1 +b + 2b* + b + b* n'est pas un nombre
premier.

Solutions

Exo 6 : Nombres de Mersenne

a: Faisons un raisonnement par l'absurde. Suppos@ns ne soit pas premier.
On adonc n = ab avec a et b entiers > 1.

Rappelons lidentité : % 1 = (X-1)(X¥* + X2 + .. + X + 1).

On peut alors écrire:

2P 1=AP-1=(@-)[A*+ (A% + ... + 1], produit de deux entiers > 1.
D'ot 2-1 n'est pas premier d'otl la conclusion

b: 2*- 1 = 2047 = 23*89 donc'21 n'est pas premier



Exo 7: Le petit Théoreme de FERMAT

a: Si p est premier et si n est entier avec 0 $n 4lors:
cm__ PP (p—1)! _Pa
P Thallp—n) nm-D[p-1)-@m-1)] n

On a donc la relation :

n__ n -1
nCp=pCpZ1.

-1
-1

oe

D'aprés le théoréme de Gauss, commenet p (car 1 < n< p et p premier), on peut
dire que Cp est divisible par p.

b: Il suffit alors , pour voir quea(+ 1)° - @ - 1 d'utiliser la formule du bindbme de Newton, etdastater
qu'en développana@ 1)° - aP - 1, il ne reste que des termes divisibles par préala question
précédente.

c: Méme principe que la question précédente nrafaisant une récurrence sur b.
d: Conséquence directe des questions c: eéturrence sur a

e: p est premier si et seulement si p est premiges tout entier r appartenant a {1;2;...;p-1}.
Si p est premier alors pour tout r dans {1;2;.1}pen a (f - r) divisible par p.

or, (P-r) =r(F-1).

Colmme p et r sont premiers entre eux , on a aibfs () divisible par p, ou encore,

r g 1 [p]

Exo 8: Le théoreme de Wilson

a: Evident car tout si a et p , avec a dans Epiomiviseur d > 1commun alors d est inférieurdinac
strictement inférieur & p et comme p est preméeselule valeur possible pour d est 1.

b: Si a est dans Ep, comme a et p sont premiens eux, on sait d'apres le théoreme de Bachet-Bezou
gu'il existe deux entiers naturels u ‘et tels auepv=1.
Soitu = Qp + b la division euclidienne de u paOp a b dans {1;2;...;p-1}.
Effectivement, si b = 0 alors au + pv est divisipég p , ce qui contredit I'égalité au+pv=1.
Alors au + pv = a(Qp+b) +pv
= ab +(aQ+v)p
=1
On adonc ak 1 [p]. L'existence de b est doncréssu
Pour l'unicité, supposons qu'il existe un autréeetdans Ep tel que ac 1 [p]
Alors a(b-c) est divisible par p. Comme a est pegravec p, on a donc (b-c) divisible par p.
Or, (b-c) est.compris entre -(p-1) et (p-1) donaelpeut pas étre divisible par p.
D'ou l'unicité‘de b.

c: a%= 1 [p] si et seulement si (a-1)(a+1) estdilble par p.

a=1eta=(p-1) sont deux solutions évidentes.

Si a est dans {2;3;...;p-2} alors (a-1) et (a+Itsans {1;2;...;p-1}, donc premiers avec p.
Dans ce cas (a-1)(a+1) ne pas étre divisible fgeampp premier).

Les seules solutions sont donc 1 et (p-1).

d: Pour p = 2,le résultat est évident car dansasdg-1)! = 1! = 1 = (p-1) [p].

Pour p > 2 et premier:

Pour k compris strictement entre 1 et (p-1), ikexiun k' unique distinct de k compris strictenearite 1
et (p-1) tel que kke 1 [p].

Dans le produit 1*2*3*...*(p-2)*(p-1), on regroudors les facteurs compris entre 2 et (p-2) deuix pa



deux tels que le produit de ces facteurs soit igeata 1.
On a donc 1*(aa’)*(bb")*(cc)*.....(dd")*(p-1) = 2*3*...*(p-1).
ce qui s'écrit 1*(p-13 1*2*3*...*(p-1) [p] d'od*2*3*...*(p-1) = (p-1) [p].

e: Comme (p-13 -1 [p], on en déduit que 1*2*3%(p+1) +1= 0 [p]
ou encore (p-1)!+2 0/[p], c'est adire (p-A)Q est divisible par p.

Exo0 9:

Sin est le carré d'un nombre premier p, n = f8rsdes diviseurs de n dalhksont 1, p et p2.
n a donc exactement 3 diviseurs dhins

Réciproquement, si n a exactement 3 diviseurs Nasemme 1 et n sont des diviseurs.de n; n a ue autr
diviseur p compris strictement entre 1 et n.

p est premier, car si d divise p alors d divisBonc, d = 1 ou p car les seuls diviseurs.de nem § et

p.

Donc, en particulier, p est le seul diviseur prerden.

Donc, la décomposition de n en facteurs premidrsres 3, avec a > 1.

Le nombre de diviseurs de n est alors (a+1), d'sRaD'ou n = p2.

D'ou la conclusion....
Exo 10:

Montrez que pour tout couple d'entier relatifs  , y) ,
Si x? +y? est divisible par 7 alorsx ety sont aussi divisibles par 7

Passons aux congruences modulo 7....
Pour un entier relaté quelconque, on a

« a=0oua=1oua=2oua=3o0ua=4oua=5oua=6 modulo?7.
Ce sont simplement les restes possibles dans siaiveuclidienne da par 7.
Donc, sachant que ai=b modulo 7 alora? =b? modulo 7, les carrés modulo 7 sont:

« 0=0%2 oul=12=6%0u2=32=420u4 = 22miodulo 7.
On remarque alors'que la seule possibilité d'a#otry? = 0 modulo 7 est de choisir
x =0 ety.= Q. modulo 7, c.a.c ety divisibles par 7.

Exo 11

- ‘a)kaites la liste .......
)
Pour toutx dansZ, on ax congru a 0 ou 1 ou 2 ou 3 modulo 4.
Donc,x? est congru a 02 ou 12 ou 22 ou 32 modulo 4.
D'oux2 est congru a 0 ou 1 modulo 4.
. C)
Commep est un nombre premier > p,est impair donc congru a 1 ou 3 modulo 4.
p=a2+ b2 Or, a2et b2=0 ou 1 modulo 4.
Donc, modulo 4, les valeurs possibles de a2 + eGou 1 ou 2.
Commep est congru a 1 ou 3 modulo 4, on a afpeongru a 1 modulo4.
- d) 2003 est premier (faites-vous la vérification!)
De plus, 2003 = 3 modulo 4.



Donc, d'apres la question précédente, 2003 nesfesuire sous la forme az+h?2
avec a et b entiers.

Exo 12:Nombres premiers jumeaux

« a: nétant un entier premier > 3, n'est pas divisible par 3, dona=z 1 ou 2 [3]
Si de plus+2 est aussi premier, on a alor2= 1 ou 2 [3]
Mais sin= 1 [3] alorsn+2= 3 [3] c.a.d n+2= 0 [3]. Ce qui est impossible.
Donc, on doit avoirn= 2 [3]
- b: Toujours suivant le méme principe, et d'apaéguestion a:, sh(, n+2) est un couple de
nombres premiers jumeausx,
alorsn= 2 [3] doncn + 4= 6 [3], d'otn + 4= 0 [3].
Donc,n + 4 est divisible par 3 et > 3, don& 4 n'est pas premier.
- c: Par définition des nombres premigrgst premiers si et seulemenhsidmet exactement 2
diviseurs dandl.
1 etn lui-méme.
or,r+2n=n(n+2).
Sin etn + 2 sont premiers alorgn + 2) est la décomposition @@+ 2n en facteurs premiers.
dona? + 2n a bien 4 diviseurs : In,, (n + 2) etn(n + 2).
. Réciproquement.
Sin2 + 2n a exactement 4 diviseurs, commenl, n+2:etn2 + 2n sont des diviseurs d@ +
2n, on a la tous les
divisieurs de? + 2.
n+2 etn? + 2n ne divise pas. Donc,n n‘admet.aucun autre diviseur a paet 1.
(Sinon, un tel diviseyr diviserait aussn? + 2n , etn2+ 2n aurait plus de 4 diviseurs!)
Doncn est premier.
Commen > 3 et premiem ne divise pas+2.
Donc, pour les mémes raisons;H2) n‘admet pas d'autre diviseur a part het ).
Donc, ( + 2) est aussi premier.

. Conclusion:
net (+ 2) sont premiers si et seulememst 2n admet exactement 4 diviseurs.

Exo 13
- Montrez que, pour.tout b entier > 3, le nombrex = 1 +b + 20? + b® + b* n'est pas un nombre
premier.
- Remarquez simplement qlier b + 2o + b® + b*= (1 +b?)(1 +b + b?)
Exo’14
Trouvez, suivant les valeurs de I'entier natoréé reste de la division euclidienne depar 8.

Quel est I'ensemble des entiers natunekds que le nombre'3 - 9n + 2 soit divisible par 8?

Correction



L'idée, dans ce style de question, est que less@stns la division euclidienne par A sont
des entiers positifs strictement inférieurs a AnBalans la suite des puissances d'un
entier N quelconque, il y a toujours deux puissara@nt méme reste etily a
nécessairement une puissance de N qui soit congronadulo A.
Le plus simple dans cet exercice, est alors de t&filer les puissances de 3 modulo 8.
On obtient alors:

3 =3 modulo 8

3F2=9 et 32=1modulo8

$=27 et 3=3 modulo 8

F=81 et3=1modulo8 etc,etc ...
Les restes possibles par la division euclidienn@gear 8 sont donc 1 ou 3 suivant que n
Soit pair ou impair.

On veut maintenant I'ensemble des n entiers nattelsl que 3n - 9n + 2 soit divisible
par 8.

On cherche I'ensemble des n entiers naturelstel$ §.n - 9n + 2 = 0 modulo 8 "
D'apres le résultat précédent, on a 2 cas a etudipair et n impair.

« Cas n pair:
Comme dans ce cas,31 modulo 8, on peut écrire que;

n-9n+ 2 =0modulo 8 ouencore -8n+ 2 =0 uh@@ ou encore 2 = 0 modu
8.
C'est impossible, donc pas de solution avec n.pair.
- Cas n impair:
Comme dans ce cas, 3 3 modulo 8, on peut écrire :
3n-9n + 2 =0 modulo 8, ou encore, -6n + 2mdlulo 8 , ou encore
2n + 2 = 0 modulo 8, ou encore ;2(n+1) = 0 modulo
Ceci conduit alors a (n+1) = 4 modulo 8 et doncimodulo 8.
n est donc de la forme n = 8K+ 3, ou K est umeemiaturel. n est bien impair.

Conclusion
L'ensemble des entiers naturels n tels que-39n + 2 est formé des entiers 8K + 3 ou K
est un entier naturel.

Exo 15
Montrez.que pour tout entier 3™ - 4™ est divisible par 11.

Correction

Voila le style de question que I'on veut souventrdiger par une récurrence!
Pourquoi pas, mais c'est passer a c6té de quehpse de simple et de tres général.
Utilisons directement ce que I'on sait sur les coegces.

On veut ici vérifier que 33 - 42 est congru & 0 modulo 11.

Or!

3n+3 _ 44n+2 — 36.3n _ 42.(44)n
=5.3+ 6.3 modulo 11 car®3=5[11], 42 = 6[11] et 4= 3[11]
=113 modulo 11.

Il ne reste plus qu'a conclure.



Exo 16

Montrez que pour tout couple d'entiers relatifslg), sia etb ne sont pas divisibles par 7 alors
a2 + b2 n'est pas divisible par 7.

Montrez que pour tout entier naturel, 8" + 2™2 est divisible par 7.

Correction

Dans le cadre d'une Terminale S spécialité Mathseopeut invoquer autre
chose que des arguments de congruence par répoodrgenre de questions.
Remarquons que le principe méme de la congruendelma@, fait que les
guestions de divisibilités peuvent étre traitéegteniant uniguement les cas ou
les paramétres qui interviennent sont compris €h&e6.

Dans le cadre de cet exercice, dire que a et bmtepas divisibles par 7 revient
seulement a dire qu'ils sont congrus a des erietsB compris entre 1 et 6.
Si on fait la liste des carrés de ces entiers noodubn obtient alors:

« 12=1 modulo 7
« 22=4 modulo 7
« 32=2modulo 7
« 42=2 modulo 7
« 52=4 modulo 7
« 62=1modulo 7

On constate alors que les carrés modulo 7 sont

« 1=12=62modulo 7
e 2=42=32modulo 7
e 4=22=52modulo 7

Aucune somme de deux de ces carrés ne peut dencogtgrue a 0 modulo 7.
Donc, si a et b sont-non divisibles par 7, la sorafe b2 n'est pas divisible par
7.

Maintenant, en utlisant les diverses propriétéscdagruences (compatibilité
avec la somme et le produit), on peut écrire queodulo 7 prés, on a:

N4 2= 3(32) + 22,2

. = 3™+ 4.2' modulo 7
. = 7™modulo 7
. =0 modulo 7

32"+ ™2 est bien divisible par 7 pour tout entier naturel

Exo 17

Déterminez I'ensemble Besitiers relatifs tels que ?x 3x soit divisible par 7.
Correction

X2 + 3x est divisible par 7 si et seulement si 3+= 0 modulo 7.
Ou encore si et seulement si x(x+3) = 0 modulo 7

Or, 7 est premier donc d'aprés le théoréme de Gihngspeut diviser un prodt



d'entiers que si il divise au moins un de ces ent{@n a donc:
X(x+3) = 0 modulo 7 si et seulement si x = 0 modufou (x + 3) = 0 modulo 7.
Ce qui peut s'écrire: x =0 modulo 7 ou x =cduolo 7.

Les entiers relatifs x tels que x2 + 3x soit divisipar 7 sont donc les entiers de
la forme 7K ou de laforme 7K + 4, ou K estamtier relatif quelconque.

Devoir n°®

Exercice 1

Rappel : Tout entier naturel a s'écrit sous la torm = g x 107+ a,.1 x 1001+ ...+ 3 x 10 + g
avec pour touti :j&IN et a<10
Cette écriture est I'écriture décimale (ou écrikméase 10) de I'entier naturel a.

On la note souvent  pan-1.--a1a0

Exemple : le nombre 27854 s'écrit 2 #1307 x 13+ 8 x 1&+5x 1d + 4

Remarque : On peut aussi écrire les nombres danbage autre que la base 10.

On utilise en informatique la base 2 (systeme biait la base 16 (systéme hexadécimal)

On utilise aussi la base 12 pour compter les.-odedshuitres et la base 60 pour les secondes et les
minutes.

Soit un entier naturel a dont I'écriture décimate @ = g x 100+ a1 x 1071+ ..+ 3 x 10 + g
Démontrer les propriétés suivantes ;

1°) a°q (9
2) a®% a @)
3°) a®lOxa+ag (4)

4°) a°@ )
i=n
5 a° 3 &\(9)
i=n i=n
6°) a°» g§- > § (11)
1=0 i=0.
I pair ||mpa|r

Déduire de chacune de ces propriétés un critebviiabilité énoncé sous forme d'une phrase et donn
dans chaque cas un ou deux exemples significatifs.

Exercice 2

Quel est le reste dans la division par 7 des nosnbre
999888777666555444333222111
999888777666555444333222111000



9999998888887 77777666666555555444444333333222222111

ICorrigé devoir n°1|

Exercice 1

a est un entier naturel dont I'écriture décimale as= & x 100+ g,.1 x 1001+ .. + g x 10 + g

1°) Onsaitque 180 (2) donc pourtoutilN' 10=0 (2) donc 10 =0 (2)
donc ax 107+ a.1x 1071+ .. +3 x10=0 (2)
On en déduit quepax 107+ g,.1 x 101+ ...+ g x 10 + =9 (2)

c'est-a-dire a=ag (2)

Un nombre est pair si et seulement si son chifé® unités est pair.
Exemples : 102568 est pair car 8 est pair589647 n'est pas pair car..7 n'est pas pair.

2°) Onsaitque 181 (3) donc pour touteilN 10=1=1 (3) “donec- jax 10 =5 (3)

n : i=n . =N
Ona a:_zoqxld donc &_Zoqxld (3) donc &_Zoq (3)
i = i = =
Un nombre est divisible par 3 si et seulemerd sdmme de ses chiffres est divisible par 3.
Exemples : 10302 est divisible par 3 car 1+23=6 est divisible par 3.

72311 n'est pas divisible par 3 car 7 + 2+13+ 1 = 14 n'est pas divisible par 3.

3°) Onsaitque 1080 (4) c'est-a-dire 2G=0 (4)
Pour i> 2, on peut écrire 16 102 x 10-2 avec~162 ¢ IN.
Donc pour>2 10=0x102=0 (4)

. i=n .
Onaalors 1G=0 (4) pourtout®2,:donc 22 gx10=0 (4)
| =

i=n : i=n .
On peut écrire a;Zoqxldzq)+10xq_+.22qx10.
= =
On en déduit gy +10 X (1)

Un nombre est divisible par 4 si et seulemenesidmbre formé par ses deux derniers chiffres est
divisible par 4.
Exemples : 1983124 est divisible par 4 car 24lessible par 4.

72310 n'est pas divisible par 4 camiést pas divisible par 4.

4°) Onsaitque 180 (5) donc pour toutiN° 10=0 (5) donc ja 10 =0 (5)
donc @ x 107+ g, x 101+ . +3 x10=0 (5)

On en déduit quepax 107+ g,.1 x 101+ ...+ 3 x 10 + =gy (5) c'est-a-dire =azy (5)
Un nombre est divisible par 5 si et seult si semikr chiffre est divisible par 5 (c-a-d 0 ou 5)

Exemples : 125875 est divisible par 5 car imi@e chiffre est 5.
524856 n'est pas divisible par 5 catdmier chiffre n'est ni 0 ni 5.

5°) Onsaitque 181 (9) donc pourtouteilN 10=1=1 (9) donc & 10 =g (9)

On a a:!igqxld donc azfigqxld (9) donc &E}gq (9)
E E E

Un nombre est divisible par 9 si et seulemers sdmme de ses chiffres est divisible par 9.



Exemples : 10908 est divisible par 9 car 1+8= 18 est divisible par 9.
10524 n'est pas divisible par 9 car 51+ 2 + 4 = 12 n'est pas divisible par 9.

6°) On peut remarquer que %01 (11) ; 18=10=-1 (11) ; 18=100=1 (11)
Si i est pair, on peut écrire i = 2p avec Ml donc 10=102P= (10%)P donc 10=1P=1 (11)
Sii estimpair, i =2p + 1 avecedN donc 16= 12P+t1=(10%)Px 10

donc 160=1Px 10=10=-1 (11)
On en déduit que si i est pairj xal0 = g (11) et siiestimpair j 210 = -5 (11)

I=n . 1=n i=n I=n I=n
Donc Zoq x10 = ZO g + 'Z‘O (-g) (11) c'est-a-dire = ZO g - 'ZO g (11)
' {pair i impair {pair i impair

Un nombre est divisible par 11 si et seulemetd différence entre la somme des chiffres de raag p
(a partir de la droite) et la somme des chiffresattgy impair est divisible par 11.
Exemples : 11308 est divisible par 11 car B+1) - (0 + 1) =11 estdivisible par 11.
107524 n'est pas divisible par 11 ¢ar 5+ 0) - (2 +7 + 1) =-1 n'est pas divisiplar
11.

Exercice 2

Soit N = 999888777666555444333222111

N peut s'écrire sous la forme :

N=111+2x111 x ®+3x 111 x 16+ 4 x 111 x 18 + ...

c'est-a-dire N=111+2x 111 x®P+ 3 x 111 x 18X3+ 4x 111 x 18X3+ ... + 9 x 111 x 183

On peut remarquer que 1fxB=-1 (7)
et 1$=1000=6=-1 (7) donc 1}N=(-1)" (7) .
Alors sinestpair ®=1 (7) et sinestimpair 0=-1 (7)

Onendéduitque H-1+2x(-1) X (1) +3 X (-1) x 1 +4 x (-1)(1) + ... +9x (-1) x 1
Donc N=-1+2-3+4-5+6-7+8-9-5=2 (7)

| Le reste dans la division\par 7 du nombre 99988886555444333222111 est dong 2

Soit M = 999888777666555444333222111000
Ona M =1000x N
Onsaitque 1008-1 (7) et N2 (7) donc 1000N-1x2=-2=5 (7)

| Le reste dans.la division par 7 du nombre 99988886555444333222111000 est doric 5

Soit P =9999998888887777776666665555554444443222222111111
On peut écrire P sous la forme :

P=111111 + 222222 x %3- 333333 x 18%X6 + ... + 999999 x 136
Donc P=111111+2x 111111 x6103x 111111 x 16+ ... +9x 111111 x 8x6

On peut remarquer que 111111 =111 x 1000 + 111
Donc 11111E (-1) x (-1) + (-1)=0 (7)
On en déduit alors P0 (7)

| Le reste dans la division par 7 du nombre P Cdst




Devoir n°2

Exercice 1 : Un jeu d'allumettes

On dispose sur la table 38 allumettes.

Deux joueurs A et B prennent chacun leur tour umlor@ d'allumettes compris entre 1 et 4.

Le joueur qui prend la derniere allumette a perdu.

Le joueur qui commence et qui joue avec une stiatiign définie, peut gagner la partie a coup sdr.
Trouver et justifier cette stratégie.

La stratégie est-elle valable quelque soit le nentballumettes posées sur la table en début die Fart

Exercice 2

Soient a, b et k des entiers naturels non nuls.
Démontrer que PGCD(a+ b ; b)=PGCD(a; b)et PGCD(ka ; kb) =k PGCD(a ; b)

Exercice 3

Déterminer tous les couples (a ; b) d'entiers e&uron nuls tels que
a<b PGCD(a;b)=18 et a+b=216

corrigé devoir.n°2

Exercice 1
Supposons que A joue le premier.

Pour que B perde, il faut que B prenne la derradltemette, et il fera de fagon certaine s'illeste une et
une seule allumette.

Or chaque joueur peut prendre_entre.1 et 4 all@siettonc lorsque B joue, A peut "compenser” derfaco
a ce que la somme des allumettes prises soit adale

Eneffet si Xb<4, -4<-b<-1.donc 5-4&5-b<5-1 c'est-a-dire 45-b<4

Donc lorsque B prend b allumettes, A pourragrena=>5 -b allumettes.

Ainsi, si A par son premier coup, laisse a B un hoerd'allumettes congru a 1 modulo 5, a chaque fois
que B jouera et prendra b allumettes, A pourragmena = 5 - b allumettes et ainsi le nombre
d'allumettes qui restent sera toujours congru aduio 5.

Comme le'nombre d'allumettes restantes diminuetestnent a chaque fois qu'un joueur joue, aprés un
certain nombre de retraits, B se trouvera devadétaiére allumette.

La stratégie gagnante est donc la suivante :

A prend 2 allumettes de facon a ce qu'il en reStpuisque 361 (5)
Puis chaque fois que B joue et prend b allumeftes) prend a=5 - b.

La stratégie est valable a condition que A puissesér par son premier coup un nombre d'allumettes
congru a 1 modulo 5.

Ce n'est pas le cas si le nombre d'allumettesuedéart congru a 1 modulo 5.

Ainsi par exemple si le nombre d'allumettes esiépart égal a 46, le joueur qui commence la ppéeig

la perdre a coup sdr si l'autre joueur appliquetiaégie ci-dessus.



| La statégie est valable lorsque le nombre d'aliteseu départ n'est pas congru a 1 modtlllo 5

Exercice 2
a, b et k sont des entiers naturels non nuls.

¢ Soit d un diviseur commum a a et b.
Alors d divise a et b donc d divise a + b, dorivilse a + b et b
donc d est un diviseur communa a+betb

¢ Soitd un diviseurcommuna a+betb
Alorsd divisea+b et b doncd divise bh+b =a, donc d divise aetb
donc d est un diviseur commun a aetb

L'ensemble des diviseurs communs a a et b estélyal a I'ensemble des diviseurs.communs a at+ b
b

Donc le plus grand des diviseurs communs a aestbégal au plus grand des.diviseurs communsha a+
et b, c'est-a-dire que: PGCD(a + b ; b) = PGCDnpa ;

Soitd =PGCD(a;b) et D=PGCD(ka; kb)
d divise a et b, donc kd divise ka et kb, dokd divise PGCD(ka ;.kb) c'est-a-dire kd divide

On peut donc écrire D=kd xq avee Iql*
Par définition de D, D divise ka et kb, dorkdg divise-ka et kb .

On peut donc écrire  ka =kdq x p avacIN* et kb =kdgx'p' avec @1N*
donc a=dgp et b=dgp (puiske0)
On en déduit que dq divise aetb donc ddgselike PGCD de a et b, c'est-a-dire dq divise d
Ceci entraine nécessairement q = 1.
On a par conséquent D =kd c'est-a-dire.PG&@&DKb) =k PGCD(a ; b)



Exercice 3

Ona PGCD(a;b)=18 donc a=18k etl8k avec k IN* et ke IN"
Onsaitque a+b=216 donc 18k + 18kl6 2 donc k+k'=12
Comme & b, on doit aussi avoir kK k'

Les couples (k ; k') d'entiers naturels tels quekk et k + k' = 12 sont
(1;11) ; (2;10) ; 3:9 ; (4;8)(5:;7); (6;6)

Seuls les couples (1 ; 11) et (5; 7) sont a reteni

En effet pour tous les autres couples, k et k'usndiviseur commun strictement supérieur a 1, denc
PGCD de a et de b sera strictement supérieur a 18.

Aveck =2 et k=10,onaura a=18x2 lt=18x 10 Le PGCD de (a; b) n'est alorsisnais
36.

Aveck=3 et k=9,onaura a=18x3 et 18x9 Le PGCD de (a; b)n'estalors pasriBs 54.
Aveck=4 et k=8,onaura a=18x4 let18x8 Le PGCD de (a; b)n'est alors pasriBs 72.
Aveck=6 et k=6,onaura a=18x6 kt=18x6 Le PGCD.de(a ;b) n'est alors pasridis
108.

Pour les couples (1 ; 11) et (5 ; 7) on peut v@rifju'ils répondent bien,a la question :

Aveck=1 et k'=11 onobtient a=18 ket 198.0On a hien@ab PGCD(a;b)=18 et a+b=
216

Aveck=5 et k'=7 onobtient a=90 et b26.0n abien ab PGCD(a;b)=18 et a+b=
216

Les couples (a ; b) d'entiers naturels non nutsqee &b ; PGCD(a;b)=18 et a+b=216
sontdonc (18;198) et (90; 126) .S ={(188) ;(90 ;126)}

Exercice 1
n est un entier naturel'supérieur ou égal a 2.

1°) Montrer que n'et 2n + 1 sont premiers eetre

2°) Onposea=n+3 et b=2n+1 etonddePGCDdeaeth.
a) Calculer~2a - b et en déduire les valeussiptes de d.
b) Démontrer que a et b sont multiples de 5t sealement si (n - 2) est multiple de 5.

3°) On considere les nombres a et b définis par :
a=m+2r2-3n b=28-n-1
Montrer, aprés factorisation, que a et b sontetéigrs naturels divisibles par (n - 1).

4°) a)Onnotedle PGCD de n(n+ 3) etde 4n +
Montrer que_! divise d puis que =d.
b) En déduire le PGCD), de a et b en fonction de n.
c) Application :  Déterminer] pour n = 2001
Déterminer ] pour n = 2002



Exercice 2

Donner la liste des nombres p premiers inférieurégaux a 50.

Parmi ces nombres premiers quels sont ceux poquéés g =1 (24)
Conjecturer et démontrer une propriété.

ICorrigé devoir n°3

Exercice 1

1°) Onpeutécrire: 1x(2n+1)-2xn =24 +2n=1.
Il existe donc deux entiers relatifsu etvtaleqg ux(2n+1)+vxn=1.

Le théoréme de Bezout permet alors d'en déduie|qn et 2n + 1 sont premiers.entre pux

2°) Soient a=n+3 ; b=2n+1let d=PGG@DE).
aOna 2a-b=2(n+3)-(2n+1)=2n+2-1=5.
d est le PGCD de a et b, donc d divise a etelivjdonc d divise 2 a~b =5.
Comme 5 est un nombre premier, les seules \spmssibles ded sont.1 et 5
b)e Supposons que a et b sont multiples de 5.
a=0 (5) donc n+80 (5) donc n+3-50 (5) donc n-20 (5)
donc (n - 2) est multiple de 5.
» Supposons que (n-2) est multiple de 5, deadite nN-20 (5)
Alors n-2+50 (5 donc n+30 (5 donc &0 (5).
D'autre part 2(n-20 (5) c'est-a-dire 2n+=0 ~(5) donc 2n-4+350 (5)
donc 2n+ 0 (5) donc b?°0. (5.
On a donc démontré que : a et b sont mulipl€ssk (n-2) est multiple de 5
3°) Soient a=®+2r2-3n et b=2h-ntl.
a=n(? +2n-3) eton peut remarquer que 1 est radifgente du trinéme %+ 2n - 3.
On obtient alors la factorisation a=&¢@2n - 3) = n(n - 1)(n + 3) = (n - 1)[n(n + 3)].
D'autre part on peut remarquer.que 1 est aussierévidente du trindme 2nn-1
On obtient alors la factorisation b =2nn -1 = (n - 1)(2n + 1).
n est un entier naturel supérieur ou égal a 2cdan + 3) et (2n + 1) sont des entiers nasurel

On peut en déduire.qu¢ v a et b sont des emgusels divisibles par (n - 1)

4°) a) étantle PGCD de et(], [] divise [1 =n+ 3, doncl] divise n(n +3) et [] divise [1 =2n +
1.

doncllest un diviseur commun a n(n + 3) et a (2n + 1).

On sait que les diviseurs communs a deux nondmesles diviseurs de leur PGCD.

Doncl l.divise le PGCD de n(n + 3) etde 2n+1, d.

Onsaitque 1=(2n+1)-2n donc @)+ (2n + 1)(n + 3) - 2n(n + 3).

Comme d estle PGCD de n(n + 3) etde 2nddivise n(n+3) et 2n+1,

donc ddivise (2n + 1)(n + 3) - 2n(n + 3) ,ond d divise n + 3.

d est un diviseur commun a n + 3i=eta 2n + 1 =], donc d divise PGCD( ; [], donc d divise

On a donc démontré quedivise d et que d divise.
d et étant des entiers naturels, on en déduit gue [1d.=
b)Onsaitque a=(n-1)n(n+3) et b=1M(2n+1).
Doncl] = PGCD(a ; b) =PGCD[(n-1)n(n+3); (n-1)®@1)] =(n-1) PGCD[n(n + 3) ; 2n + 1].
Doncl=(n-1)d=(n-1)].
* Si n-2estmultiple de 5, alors d'apres 2%)bgt [] sont multiples de 5,



on en déduit en utilisant 2°)a) que=5. Donc| 1 =5(n-1) si n-2 est multiple de 5
e Si n-2n'est pas multiple de 5, alors d'apf@s)2 1 et ne sont pas multiples de 5,
on en déduit en utilisant 2°)a) que=1. Donc|(1=n-1 si n-2 n'est pas multiple de 5

c) Sin=2001, n-2 n'estpas multiple dedkad! = n - 1, donc| pour n = 2001, D = 2000
Si n =2002 n - 2 est multiple de 5 donc = 5(n - 1) = 5(2001), donc
|pour n = 2002 , D = 10005

Remarque : avecn =2001,ona a=8020008600b =8006000
on a donc justifié que PGCD( 8020008000068Mm0) = 2000
avec n =2002,ona a=8032034010 et80614005
on a donc justifié que PGCD( 803203401014805) = 10005

Exercice 2

L'ensemble des nombres premiers inférieurs a 50 est
{2;3;5;7;11;13;17;19;23;29;337;41;43;47}

Ona

p=2 PR=4 |PR=4 (24) p=3 pP2=9 | =9 (24)
p=5 =25 | R=1 (24) p=7 p2=49 | pP=1 (29
p=11 p2=121 | =1 (24) p=13 p2=169 | =1 (24)
p=17 p2=289 | =1 (24) p=19 p2=361 | =1 (24)
P=23 | p2=529 | R=1 (24) P=29 | p2=841 | =1 (24)
p=231 pPP=961 | B=1 (24) p=237 p2=1369 | g=1 (24)
p=41 p2=1681 | #=1 (24) p=43 p2=1849 | g=1 (24)
p=47 p2=2209 | #=1 (24)

On peut conjecturer la propriété-suivante :

Pour tout nombre p premier strictément supériediran a p= 1 (24)
Démontrons cette propriété.

Soit p un nombre entier premier tel que p > 3.

e p n'est pas un-multiple de 3.
Donc.p=1. (3) ou E2 (3), onendéduitque =1 (3) ou pE-1 (3)
cest-a-dire p-%0 (3) ou p+£0 (3

Alors (p-1)(p+1E0 (3) clest-a-dire 2p1=0 (3) c'est-a-dire 2p 1 est divisible par 3.

» Dr'autre part p est nécessairement un nombre impai
On peutdonc écrire p=2k+1 avetl KN.
Donc #-1=(p-1)(p+1)=(2k+1-1)2k+1+1Pk(2k + 2) = 4k(k + 1)
Parmi les deux entiers consécutifs k et kiyen a un qui est pair, donc k(k + 1) est pair
On peut donc écrire k(k + 1) =2K avece WN.
Onaalors B-1=4k(k +1)=4x 2K =8K avec KIN.

On peut en déduire que2 p1 est divisible par 8.



p2 -1 est donc divisible par 3 et par 8.
Les nombres 3 et 8 étant premiers entre eux, aéenit que P- 1 est divisible par 24.
Donc #-1=0 (24) clest-a-dire 2g1 (24)

On a donc démontré que :

Pour tout nombre p premier strictement supériedjrén a p= 1 (24)

Exercice 1
Enoncer le théoréme de Bezout et le théoréme desGau

Exercice 2

Les deux questions sont indépendantes. Tous lesglsaoivent figurer sur la feuille.
En utilisant I'agorithme d'Euclide :

1°) Déterminer le PGCD de 1064 et 700.

2°) Determiner un couple d'entiers relatifs p &tlg que
185p -401g=1

Exercice 3
1°) Montrer que pour tout entier relatif n les erdi 14n + 3 et 5n + 1 sont premiers entre eux.

2°) On considére I'équation (E) : 87 x + 31 ¥ =ou X ety sont des entiers relatifs.

Vérifier, en utilisant par exemple la questiommlie 87 et 31 sont premiers entre eux.
En déduire un couple (u ; v) d'entiers relatifs tue 87 u + 31 v = 1, puis une solutiog (%) de

(E).

3°) Soit (E') I'equation 87 x+31y=0 auety sont des entiers relatifs.
a) Démontrer I'équivalence : (x;y)esusonde (E) = (x-X9:Y-Yp) estsolution de (E')
b) RésoudreI'équation (E").

c) En déduire I'ensemble des solutions de (E).

lcorrigé devoir n°4

Exercice 1

Théoréme de Bezout

Soit a et b des entiers relatifs non nuls

a et b sont premiers entre eux= Il existe des entiers relatifs u et v tels quau + bv = 1
Théoréme de Gauss

Soient a et b des entiers relatifs non nuls eh entier relatif

Si a divise bc et si a est premier avec b, alalivige c




Exercice 2

1°) On peut écrire les divisions euclidiennes suiea :
1064 =1x 700 +364 , donc PGCD(1064 ;)#HBGCD(700 ; 364)
700=1x364+336 , donc PGCD(700 ; 36®GCD(364 ; 336)
364=1x336+28 , donc PGCD(364 ; 33®)0GCD(336 ; 28)
336 =12x28+0 , donc PGCD(336; 28B=2

On gbtientdonc  PGCD(1064 ; 700) =|28

2°) On peut écrire les divisions euclidiennes suiea :
401=2x185+31 donc 31=401-2x 186l)
185=5x31+30 donc 30=185-5x32) (
31=1x30+1 donc 1=31-30 (3

En utilisant I'égalité (2), I'égalité (3) devient
1=31-30=31-(185-5x31)=31-185+31x=31x6-185

En utilisant I'égalité (1), on obtient alors
1=31x6-185=(401-2x185)x6-185=408-12x185-185=401x6-13x185

Onadonc 1=(-13)x 185 - (-6) x 401

Exercice 3

1°) Onpeutécrire 5x(14n+3)-14x (bn)=rOn+15-70n-14=15-14=1
Il existe donc deux entiers relatifs u=5 et\4. telsque (14n+3)u+BGn+1)v=1
Le théoréme de Bezout permet alors d'en déduge qu

| 14n+3 et 5n+ 1 sont premiers entre eux pmit entier relatif .

2°) (E) estl'équation: 87 x + 31 y'= 2 otety sont des entiers relatifs.
En prenant dans la premiére-question n=6,dMa +3=84+3=87 et 5n+1=30+1=31

On en déduit donc que|: 87 et 31 sont premiere @ux|.

D'apres la premiére question,ona (14n+ 3o+ 1)v=1 avec u=5 et v=-14
Donc 87x5+31x(-14)=1

Le couple (u;v) = (5;-14) est donc tel qu87 u+ 31 v =1

En multipliant.par 2, on peut alors écrire  8¥0x+ 31 x (-28) =2
Le couple..(®; yg) = (10 ; -28) esttel que 8(px 31yy=2

Le couple (¥; yo) = (10 ; -28) est une solution de (E)

3°) (E")estl'équation 87 x+31y=0 otety sont des entiers relatifs.

a) Sachant quepet yp sont des entiers relatifs, on peut remarquer que :
(x ;y) estun couple d'entiers relatifs (X - xy; Yy - Yp) estun couple d'entiers relatifs
On peut alors écrire :
(x;y) estsolutionde (B} 87x+3ly=2< 87(x-x)+31(y-Y) =2-(87p+ 31y
= 87(x->)+31y-y)=2-2 = 87(x-3)+31y-y)=0
= (X-X9;Y-Yo estsolutionde (E')



b) Si un couple (x ; y) d'entiers relatifs est sotution de (E'), ona 87 x=-31y
Alors 87 divise 87x, donc 87 divise -31y
Mais 87 et 31 étant premiers entre eux, le therde Gauss permet d'affirmer que 87 divise y
Onadonc y=87k avecelZ
L'égalité 87 x=-31y permet alors d'obten87 x =-31x87k donc x=-31Kk
On en déduit que les solutions de (E') sont m&desnent de la forme (-31k ; 87k) avecZ

Il est immédiat de vérifier que tous les couplesla forme  (-31k ; 87k) avecekZ sont des
solutions de I'équation (E') puisque 87 x (-3tB1 x (87k) =0

c) D'apres la question a)
(x;y) estsolutionde (E) = (x->: Y- Yo estsolution de (E’)
e (X-X:Y-Y) = (-31k; 87k) aveck Z
= (X;y)=(-31k +y; 87k +y) avec ke Z
= (x;y)=(-31k+10; 87k - 28) aveckZ

Exercice 1

a, b, c désignent des entiers relatifs.
En utilisant les définitions du cours, démontrardeux propriétés suivantes :
 Siadivise b et sibdivise c alors adiwse

« Siadivise b alors Zdivise ?

Exercice 2

p et q désignent deux entiers naturels tels que- 22 =1  (par exemple p=3 et q=2)
1°) Démontrer que p est impair.
2°) Démontrer que g est pair.

Exercice 3

a est un entier relatif, b est un entier naturel.
Ecrire I'€galité et.les-conditions définissantildsion euclidienne de a par b.
Application.: Ecrire'la<division euclidienne de753 par 7

ICorrigé devoir n°g

Exercice 1

» Siadivise b alors on peut écrire b =axkec ke Z
Si b divise ¢ alors on peut écrire ¢ =b xdvec ke Z
onendéduitque c=bxk'=axkxk'=&k)
Comme k et k' sont des entiers relatifs, kkuesentier relatif et alors a divise ¢

e Siadivise b alors on peutécrire b=axkec k Z
donc B=(axkP=axk?
Comme k est un entier relatif2 lest un entier relatif (c’est méme un entier redur
etalors ddivise 2



Exercice 2

p et g sont deux entiers naturels tels qué - 212 = 1

1°) On peut écrire %= 2 + 1
g étant un entier, Zgest un entier multiple de 2, c'est-a-dire un emtar,
donc £ = 2¢2 + 1 est un entier impair.
Si p était un entier pair, on aurait p = 2k akecZ, donc p=4kZ2=2x (2k¥) avec 2Re ZZ
donc [ serait aussi un entier pair, ce qui est en coitiad avec le résultat trouveé.
p n'est donc pas un entier pair, c'est & dirg quest un entier impalr

2°) Onpeutécrire ZEp2-1=(p-1)(p+1)
On a vu a la question précédente que p esting@ic p- 1 et p + 1 sont des entiers pairs.
On peutdonc écrire p-1=2k avecZ etparconséquent p+1=2k+2=2(k+ 1)

Alors 262 =(p-1)(p + 1) = 2k x 2(k + 1) = 4k(k + 1)
Donc & =2k(k +1) avec k(k + 1 Z
Donc ¢ est un entier pair.

Si g était impair, on aurait q=2n+1 avecZ, donc €= (2n+ 1¥=4r2 + 4n + 1 = 2(24 + 2n)
+1

avec 28 + 2ne Z, donc @ serait impair, ce qui est en contradiction avegeiltat trouveé.
Donc q n'est pas un entier impair, c'est-a-dir [qu| €st un entier pair

Exercice 3

a est un entier relatif, b est un entier naturel.
La division euclidienne de a par b se traduit fiagdlité :a=bxqg+ravec gZ, relN et r<b

La division de - 753 par 7, se traduit par I'égali- 753 = 7 x (- 108) + 3
etonabien -108Z , 3e¢IN et 3<7

Devoir n°6

Exercice 1

On donne l'égalité <1000 =13 x 76 + 12
Soit n un entier naturel.
Déterminer;.suivant les valeurs de n, le restadbvision euclidienne de 30 par 13.

Déterminer; suivant les valeurs de n, le restadbvision euclidienne de 30*t1+ 103N par 13.
En déduire le reste de la division euclidiennelsade 11 000 000 000 000 .

Quel est e reste de la division euclidienne padd3 25 x 185+ 1 .

Exercice 2

Déterminer le reste dans la division par 17 d& x 35121- 12 x 5@51.



ICorrigé devoir n°g

Exercice 1

D'aprés 'égalité 1000 = 13 x 76 + 12, on pégtgue 1000°12-1 (13) donc R®=-1 (13)
Si n est un entier naturel, on a alors 31 (-1)N (13) c'est-a-dire 0= (-1)" (13)

Sinest pair, onadonc ID=1 (13) et sinestimpair ID=-1=12 (13)
Comme 1 et 12 sont des entiers naturels strictemf&mteurs a 13, on en déduit :

Le reste de la division euclidienne de3@ar 13 est donc 1 si n est pair et 12 si imesair |.

On peut écrire BN+1+ 18N=103Nx 10+ 1N =11 x 18N
Sinestpair, ona 30=1 (13) , donc 11x B0=11 (13),donc I+1+103N =11 (13)

Sinestimpair,ona $0=-1 (13), donc 11 x B#=-11=2 (13), donc 1N+ +103N=2 (13)
Comme 11 et 2 sont des entiers naturels strictemf&mieurs a 13, on en déduit :

Le reste de la division euclidienne de38$1+ 103N par 13 est donc11'si'n est pair et 2 si n epain%

On peut écrire 11 000 000 000 000 = 11 %29 1013 + 1012
En utilisant le résultat précédent avec n = 4, loireat :

| Le reste de la division euclidienne de 11 000 000 000 par 13 est 11

Ona 185=103%X5. D'apres les résultats précédents avec n = &, dth° =-1 (13)

Donc 25x 185=-25=1(13) donc 25 xd@+1=2 (13)
Comme 2 est un entier naturel strictement inféréeli8, on en déduit :

|4

Le reste de la division euclidienne par.13-d25 x 135+ 1 est donc |

Exercice 2

Ona 351 (17) donc @¥1=1121=1(17) donc 8 x 31=8 (17)

D'autre part 58 -1 (17) donc 58P1 =(-1)251=-1 (17) donc 12x301l=-12 (17)
On en déduit ~8x 3d21-12 x 5@51=8 + 12=20=3 (17)

Comme 3 est un entier naturel strictement inféréeliv, on en déduit :

Le reste dans la division par 17 de 8 *&b- 12 x 5@91 est 3.




