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Applications linéaires

Etude de linéarité

Exercice 1 [01703] [Correction]
Les applications entre R-espaces vectoriels suivantes sont-elles linéaires :

(@) f:R> — R définie par f(x,y,z) = x +y +2z
(b) f:R? — R définie par f(x,y) = x+y+1
(c) f:R?* — R définie par f(x,y) = xy

(d) f:R3 — R définie par f(x,y,2) =x—z?

Exercice 2 [01704] [Correction]
Soit f: R? — R? définie par f(x,y) = (x +y,x —y).

Montrer que f est un automorphisme de R? et déterminer son automorphisme réciproque.

Exercice 3 017057 [Correction]
Soit J: C([0;1],R) — R définie par J(f) = fol f(@) dr.
Montrer que J est une forme linéaire.

Exercice 4 [01706 ] [Correction]
Soit ¢: C*(R,R) — C*(R,R) définie par o(f) = f —3f + 2f.
Montrer que ¢ est un endomorphisme et préciser son noyau.

Exercice 5 1017071 [Correction]
Soient a un élément d’un ensemble X non vide et E un K-espace vectoriel.

(a) Montrer que E,: ¥ (X, E) — E définie par E,(f) = f(a) est une application linéaire.

(b) Déterminer I’'image et le noyau de 1’application E,.

Exercice 6 [01708] [Correction]

Soit E le R-espace vectoriel des applications indéfiniment dérivables sur R.
Soient p: E — E ety: E — E les applications définies par :

o(f) = f' et y(f) est donnée par :

Vx € R, y(f)(x) =fo AOL:

(a) Montrer que ¢ et i sont des endomorphismes de E.
(b) Exprimer ¢ oy ety o .

(c) Déterminer images et noyaux de ¢ et .

Exercice 7 [02012] [Correction]
Montrer que 1’application partie entiere Ent: K(X) — K[X] est linéaire et déterminer son
noyau.

Linéarité et sous-espaces vectoriels

Exercice 8 [01709] [Correction]
Soit f une application linéaire d’un K-espace vectoriel E vers un K-espace vectoriel F'.
Montrer que pour toute partie A de E, on a f(VectA) = Vect f(A).

Exercice 9 [01711] [Correction]
Soient E, F' deux K-espaces vectoriels, f € L(E, F) et A, B deux sous-espaces vectoriels
de E. Montrer

f(A) Cc f(B) &< A+kerfcB+kerf

Exercice 10 [03247] [Correction]
Soient # un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E et F un sous-espace vectoriel de E.

(a) Exprimer u~!(u(F)) en fonction de F et de ker u.
(b) Exprimer u(u~'(F)) en fonction de F et de Im u.
(©) A quelle condition a-t-on uw "(F)) = u ' (u(F))?

Exercice 11 [03286] [Correction]
Caractériser les sous-espaces F' d’un espace vectoriel E tels que

B (h(F)) = h(h™ (F))

Exercice 12 [02680] [Correction]
Soit E et F des K-espaces vectoriels. On se donne f € L(E, F), une famille (E;) <<, de
sous-espaces vectoriels de E et une famille (F;)<;<, de sous-espaces vectoriels de F.

Diffusion autorisée 2 titre entirement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome. fr] édité le 24 septembre 2016

Enoncés 2

(a) Montrer
FOEN =) FE)
i=1 i=1

(b) Montrer que si f est injective et si la somme des E; est directe alors la somme des
f(E;) est directe.

(c) Montrer
P P
SO FN Y )
j=1 j=1

Montrer que cette inclusion peut étre stricte. Donner une condition suffisante pour
qu’il y ait égalité.

Linéarité et colinéarité

Exercice 13 [o1658] [Correction]
Soient E un K-espace vectoriel et f € L(E) tel que les vecteurs x et f(x) sont colinéaires
et ce pour tout x € E.

(a) Justifier que pour tout x € E, il existe A, € K tel que f(x) = A,.x.

(b) Montrer que pour tout couple de vecteurs non nuls x et y, ona A, = A,.
(indice : on pourra distinguer les cas : (x, y) liée ou (x, y) libre.)

(c) Conclure que f est une homothétie vectorielle.

Exercice 14 [00159] [Correction]
Soit f € L(F) tel que pour tout x € E, x et f(x) soient colinéaires.
Montrer que f est une homothétie vectorielle.

Exercice 15 [03418] [Correction]
Soient f, g € L(E, F). On suppose

Vxe E,d1, e K gx) = 4, f(x)

Montrer qu’il existe A € K tel que
g=Af

Images et noyaux

Exercice 16 [01712] [Correction]
Soient f et g deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel E.
Montrer que g o f = 0O si, et seulement si, Im f C ker g.

Exercice 17 [017131 [Correction]
Soient f et g deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel E.

(a) Comparer ker f N ker g et ker(f + g).
(b) Comparer Im f + Im g et Im(f + g).
(c) Comparer ker f et ker f2.

(d) Comparer Im f et Im f.

Exercice 18 [01714] [Correction]
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. Montrer

(@) Im fNker f = {0z} & ker f = ker f>.
(b) E=Imf+kerf & Imf =1Imf2

Exercice 19 (017151 [Correction]
Soient E un K-espace vectoriel et f € L(F) tel que

f2-3f+21d=0

(a) Montrer que f est inversible et exprimer son inverse en fonction de f.

(b) Etablir que ker(f — 1Id) et ker(f — 2 Id) sont des sous-espaces vectoriels
supplémentaires de E.

Exercice 20 (017161 [Correction]
Soient f, g, h € L(E) tels que

fog=hgoh=fethof=g

(a) Montrer que f, g, h ont méme noyau et méme image.
(b) Montrer f> = f.

(c) En déduire que I’image et le noyau de f sont supplémentaires dans E.
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Exercice 21 [01754] [Correction]

Soient f et g deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel E vérifiant f o g = 1d;
montrer que ker f = ker(g o f), Img = Im(g o f) puis que ker f et Im g sont
supplémentaires.

Exercice 22 [03360] [Correction]
Soient f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E sur R ou C vérifiant

fog=1d
(a) Montrer que ker(g o f) = ker f et Im(g o f) = Img.
(b) Montrer
E = ker f @ Img

(c) Dans quel cas peut-on conclure g = ! ?
(d) Calculer (g o f) o (go f) et caractériser g o f

Exercice 23 1017177 [Correction]
Soient f, g € L(E) tels que

gofog=getfogof=f
(a) Montrer que Im f et ker g sont supplémentaires dans E.
(b) Justifier que f(Img) =Im f.

L’anneau des endomorphismes

Exercice 24 [01710] [Correction]

Soient E un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E nilpotent i.e. tel qu’il existe
n € N* pour lequel f" = 0. Montrer que Id —f est inversible et exprimer son inverse en

fonction de f.

Exercice 25 [01726] [Correction]
A quelle condition une translation et un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E
commutent-ils ?

Exercice 26 [032427 [Correction]

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vectoriel de £(F)

stable par composition et contenant 1I’endomorphisme Idg.
Montrer que F N GL(E) est un sous-groupe de (GL(E), o)

Projections et symétries vectorielles

Exercice 27 [01718] [Correction]
Soient E un K-espace vectoriel et p € L(E).

(a) Montrer que p est un projecteur si, et seulement si, Id —p 1’est.

(b) Exprimer alors Im(Id —p) et ker(Id —p) en fonction de Im p et ker p.

Exercice 28 1017197 [Correction]

Soient p, g € L(E). Montrer I’équivalence entre les assertions :
(i) peg=petgop=gq;
(i) p et g sont des projecteurs de méme noyau.

Exercice 29 [01720] [Correction]
Soient E un K-espace vectoriel et p, g deux projecteurs de E qui commutent.
Montrer que p o g est un projecteur de E. En déterminer noyau et image.

Exercice 30 [017231 [Correction]

Soit E un K-espace vectoriel.

Soit s un endomorphisme de E involutif, i.e. tel que s> = Id.
On pose F = ker(s — Id) et G = ker(s + Id).

(a) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

(b) Montrer que s est la symétrie vectorielle par rapport a F et parallelement a G.
Plus généralement, soient @ € K \ {1} et f un endomorphisme de E tel que
f2P—(@+1)f+ald=0.

On pose F = ker(f — Id) et G = ker(f — o 1d).

(c) Montrer que F et G sont supplémentaires dans E.

(d) Montrer que f est I’affinité par rapport a F, parallelement a G et de rapport «.

Exercice 31 [01724] [Correction]
Soit f € L(E) tel que f> —4f + 31d = 0. Montrer

ker(f —Id) @ ker(f —31d) = E.

Quelle transformation vectorielle réalise f ?
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Exercice 32 (017257 [Correction]

Soient E un K-espace vectoriel et p un projecteur de E. On pose g = Id —p et on considere
L={feLE)|Tue LE),f=uopletM={ge LE)|Ive L(E),g=voqg}
Montrer que L et M sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de L(E).

Exercice 33 [oo0165] [Correction]
Soient p et g deux projecteurs d’un K-espace vectoriel E.

(a) Montrer que p et g ont méme noyau si, et seulement si, pog=petgop =gq.

(b) Enoncer une condition nécessaire et suffisante semblable pour que p et ¢ aient méme
image.

Exercice 34 [024687 [Correction]
Soient p et g deux projecteurs d’un K-espace vectoriel E vérifiant p o g = 0.

(a) Montrer que r = p + g — g © p est un projecteur.

(b) Déterminer image et noyau de celui-ci.

Exercice 35 [oo164] [Correction]
Soient p, g deux projecteurs d’un K-espace vectoriel E.

(a) Montrer que p + g est un projecteur si, et seulement si, pog=gop =0.

(b) Préciser alors Im(p + g) et ker(p + gq).

Exercice 36 [o0o166] [Correction]

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E).

On suppose qu’il existe un projecteur p de Etelque u = pou —uo p.
(a) Montrer que u(ker p) Cc Imp et Im p C keru.
(b) En déduire u? = 0.
(c) Réciproque ?

Exercice 37 [022427 [Correction]

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies respectives n et p avec
n>p.

On considere u € L(E, F) et v € L(F, E) vérifiant

uov=Idg

(a) Montrer que v o u est un projecteur.

(b) Déterminer son rang, son image et son noyau.

Exercice 38 [032511 [Correction]
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension n. Montrer

f estun projecteur < rgf +rg(ld—f)=n

Exercice 39 [037591 [Correction]
Soient p et g deux projecteurs d’un R-espace vectoriel E vérifiant

Imp c kerg

Montrer que p + g — p o g est un projecteur et préciser son image et son noyau.

Exercice 40 [03359] [Correction]
Soit f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E sur R ou C vérifiant f o g = Id.

(a) Montrer que ker(g o f) = ker f et Im(g o f) = Img.
(b) Montrer

E = ker f @ Img
(c) Dans quel cas peut-on conclure g = ! 2

(d) Calculer (g o f) o (go f) et caractériser g o f

Formes linéaires et hyperplans

Exercice 41 [03314] [Correction]
Soit H un hyperplan d’un K-espace vectoriel de E de dimension quelconque.
Soit a un vecteur de E qui n’appartient pas a H. Montrer

H e Vect(a) = E

Exercice 42 [00174] [Correction]

Soient H un hyperplan d’un K-espace vectoriel E de dimension quelconque et D une
droite vectorielle non incluse dans H.

Montrer que D et H sont supplémentaires dans E.
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Exercice 43 [03315] [Correction]
Soit H un hyperplan d’un K-espace vectoriel de E de dimension quelconque.
On suppose que F' est un sous-espace vectoriel de E contenant H. Montrer

F=HouF=EFE

Exercice 44 [00208] [Correction]
Soient f, g € E* telles que ker f = ker g. Montrer qu’il existe a € K tel que f = ag.

Exercice 45 [00205] [Correction]
Soit e = (ey, ..., e,) une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E de dimension
n € N*. On suppose que

YfeE, fle)=...=fle,)) =0 = f=0

Montrer que e est une base de E.

Applications linéaires en dimension finie

Exercice 46 (016541 [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, V un sous-espace vectoriel de E et
f € L(E). Montrer

VcflV)y = f(V)=V

Exercice 47 [o1655] [Correction]
Soit f € L(E, F) injective. Montrer que pour tout famille (xi, . .
a

., Xp) de vecteurs de E, on

rg(f(x1), ..., f(xp)) =rgxy, ..., xp)

Exercice 48 [o01656] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et f un endomorphisme nilpotent non
nul de E. Soit p le plus petit entier tel que 7 = 0.

(a) Soit x ¢ ker f7~!. Montrer que la famille (x, f(x), f2(x), ..., f?~!(x)) est libre.
(b) En déduire que /" = 0.

Exercice 49 [016591 [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soient f, g € L(E) tels que

fP+fog=1d

Montrer que f et g commutent.

Exercice 50 [o01662] [Correction]
Déterminer une base du noyau et de I’image des applications linéaires suivantes :

(@ f:R3— R définie par f(x,9,2) = (Y —2,2— X, X—Y)
(b) f:R* — R3 définie par f(x,y,2,1) = Qx+y+ 2, X +y+1,x+2—1)

(c) f: C — C définie par f(z) = z + iz(C est ici vu comme un R-espace vectoriel).

Exercice 51 [oo0172] [Correction]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n > 1, f un endomorphisme nilpotent non
nul de E et p le plus petit entier tel que f? = 0.

(a) Montrer qu’il existe x € E tel que la famille

(x. £ 200, ... 77 ()

soit libre.
(b) En déduire f" = 0.

Exercice 52 1001781 [Correction]

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n. Montrer que

L f.f2. ., f "2) est liée et en déduire qu’il existe un polyndéme non identiquement nul
qui annule f.

Exercice 53 [02495] [Correction]
Soit E un plan vectoriel.

(a) Montrer que f endomorphisme non nul est nilpotent si, et seulement si, ker f = Im f.

(b) En déduire qu’un tel endomorphisme ne peut s’écrire sous la forme f = u o v avec u
et v nilpotents.

Diffusion autorisée 2 titre entierement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome. fr] édité le 24 septembre 2016 Enoncés 6

Exercice 54 [o02161] [Correction] (a) Montrer
Soient ag, aj, . .. ,a, des éléments deux a deux distincts de K. |rg(u) - rg(v)| <rg(u+v) <rgu) +rg(v)
Montrer que 1’application ¢: K,[X] — K"*! définie par
(b) Trouver u et v dans L(R?) tels que
@(P) = (P(ao), P(a1), - . ., P(an))
rg(u +v) < rg(u) + rg(v)

est un isomorphisme de K-espace vectoriel. )
(c) Trouver deux endomorphismes u et v de R? tels que

rg(u +v) = rg(u) + rg(v)
Exercice 55 [02162] [Correction] & & &

Soient ay, .. ., a, des réels distincts et ¢: Ry,+1[X] — R2"*2 définie par
P) = (P(ay), P'(ap), ..., P(a,), P'(a Exercice 60 [00201] [Correction]
#0) = (Plao. P (o) (@), P ) Soient E, F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et f, g € L(E).
Montrer que ¢ est bijective. Montrer

1 I =
re(f + 8) = re(f) + relg) = {kéﬁf ety

Rang d’une application linéaire

Exercice 61 [oo0191] [Correction]

Exercice 56 [01660] [Correction] Soient f et g deux endomorphismes de E. Montrer que :

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f, g € L(E). )
Montrer que (a) rg(f o g) < min(rg f,rg Q).

rg(f +8) < 1g(f) +rg(g) (b) rg(fog) 2rgf+rgg—dimE.

puis que

leg(f) - ra(e)| < re(f - )

Exercice 62 [02467] [Correction]
Soient f et g deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel E de dimension finie.

. . a) Montrer
Exercice 57 [o16617] [Correction] @)

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finies et f € L(E, F),g € L(F,E) rg(go f)=rgg = E=Imf+kerg

tellesque fogof=fetgofog=g. (b) Montrer
Montrer que f, g, f o g et g o f ont méme rang. rg(go f)=1ef < Imfnkerg=1{0}
Exercice 58 [02682 ] [Correction] Formule du rang

Soient f, g € L(E) ou E est un espace vectoriel sur K de dimension finie. Montrer
Exercice 63 [01665] [Correction]
[re(f) —ra()| < ra(f +g) < ra(f) +ra(g) Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Im f et ker f supplémentaires dans E ;
Exercice 59 [02504] [Correction] (i) E=Imf +kerf;
Soient u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie E. (iii) Im f2 =Im f;
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(iv) ker f> = ker f.

Exercice 64 [01666] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f, g € L(E) tels que f + g bijectif et
g o f = 0. Montrer que

rgf+rgg=dimFE

Exercice 65 [01663] [Correction]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f un endomorphisme de E.
Montrer I’équivalence

kerf=Imf & f>=0etn=2rg(f)

Exercice 66 [03127] [Correction]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et u un endomorphisme de E
vérifiant > = 0.
Etablir
rgu +rg u* <n

Exercice 67 [01668] [Correction]
Soient f, g € L(E) tels que

f+g=ldgetrgf+rgg=dimE

Montrer que f et g sont des projecteurs complémentaires.

Exercice 68 [00189] [Correction]
Soient u,v € L(K") tels que

u+v=idet rgu) +rg(v) <n

Montrer que u et v sont des projecteurs.

Exercice 69 [016727 [Correction]

[Images et noyaux itérés d’un endomorphisme] Soient E un K-espace vectoriel de
dimension finie n > 1 et f un endomorphisme de E.

Pour tout p € N, on pose I, = Im f” et N, = ker f7.

(a) Montrer que (1,),»0 est décroissante tandis que (N,) >0 est croissante.
(b) Montrer qu’il existe s € N tel que I, = I et Ny = N;.

(c) Soit r le plus petit des entiers s ci-dessus considérés.
Montrer que
Vs>rl;=1,etNyg=N,

(d) Montrer que I, et N, sont supplémentaires dans E.

Exercice 70 [00197] [Correction]
[Images et noyaux itérés d’un endomorphisme] Soit f un endomorphisme d’un K-espace
vectoriel E de dimension finie n > 1.
Pour tout p € N, on pose
I, =Im fP et N, = ker f?
(a) Montrer que les suites (1) >0 €t (N,),>0 sont respectivement décroissante et
croissante et que celles-ci sont simultanément stationnaires.

(b) On note r le rang a partir duquel les deux suites sont stationnaires. Montrer

&N, =E

Exercice 71 [o1674] [Correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f, g € L(E).
Soit H un supplémentaire de ker f dans E.

On considere h: H — E larestrictionde go fa H.

(a) Montrer que
ker(g o f) = kerh +ker f

(b) Observer que
rgh > rg f —dimker g

(c) En déduire que
dimker(g o f) < dimker g + dimker f

Exercice 72 [03421] [Correction]
Soient E, F, G, H des K-espaces vectoriels de dimensions finies et f € L(E, F),
g€ L(F,G), h € L(G, H) des applications linéaires. Montrer

rg(go f)+rglhog) <r1gg+1g(hogo f)
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Exercice 73 [03639] [Correction]
Soient v € L(E, F) et u € L(F,G). Etablir

rgu+rgv—dimF <rg(uov) < min(rgu,rgv)

Exercice 74 [00195] [Correction]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f, g € L(E).
Etablir que

dim (ker(g o f)) < dim (ker g) + dim (ker f)

Exercice 75 [00194] [Correction]
Soient f € L(E) et F un sous-espace vectoriel de E. Montrer

dimker fNF >dimF —rg f

Exercice 76 [00196] [Correction]
On dit qu’une suite d’applications linéaires

Uo Ui Uz Un—1 Un

0} B E 5By S5 E, 5 (0)

est exacte si on a Im u; = ker ug,; pour tout k € {0,...,n — 1}. Montrer que si tous les Ej
sont de dimension finie, on a la formule dite d’Euler-Poincaré :

Z(—l)"dimEk =0
k=1

Exercice 77 1031561 [Correction]
Soit # un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie.
Montrer

Vk, ¢ € N, dim (ker ukM) < dim (ker uk) + dim (ker ug)

Exercice 78 [02585] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, f et g deux endomorphismes de E.

(a) En appliquant le théoréeme du rang a la restriction & de f a I’image de g, montrer que

rgf+rgg—n<rg(fog)

(b) Pour n = 3, trouver tous les endomorphismes de E tels que f> = 0.

Applications linéaires et espaces supplémentaires

Exercice 79 [o1664] [Correction]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E) tel que rg(f?) = rg(f).

(a) Etablir Im f2 = Im f et ker f2 = ker f.

(b) Montrer que Im f et ker f sont supplémentaires dans E.

Exercice 80 [00223] [Correction]
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie vérifiant

re(f) =ref

(a) Etablir
Im 2 = Im f et ker f> = ker f

(b) Montrer
kerfelmf=F

Exercice 81 [o1667] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Soient u et v deux endomorphismes de E tels que

E=Imu+Imv=Kkeru+Kkerv

Etablir que d’une part, Im u et Im v, d’autre part ker u et ker v sont supplémentaires dans
E.

Exercice 82 [00224] [Correction]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f, g € L(E).
On suppose

Imf+Img=kerf+kerg=E

Montrer que ces sommes sont directes.

Exercice 83 002121 [Correction]
Soit £ un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E vérifiant f* = Idz. Montrer

ker(f —Idg) @ Im(f —Idg) = E
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Exercice 84 [00214] [Correction]
Soient f, g € L(E) tels que

gofog=fetfogof=g
(a) Montrer que ker f =kergetIm f = Img.
On pose
F=kerf=kergetG=Imf =Img

(b) Montrer que
E=Fa&oG

Exercice 85 [00213] [Correction]
Soient f, g € L(E) tels que

fogof=fetgofog=g

Montrer que ker f et Im g sont supplémentaires dans E.

Exercice 86 [00215] [Correction]
Soient f, g € L(E) tels que

gofog=getfogof=f

(a) Montrer que

Imfeokerg=F
(b) Justifier que
f(Img) =1Im f
Exercice 87 1002187 [Correction]
Soient fi, ..., f, des endomorphismes d’un K-espace vectoriel E vérifiant

f1+"'+fn:IdE etVlSli]S”,fzoszo

(a) Montrer que chaque f; est une projection vectorielle.

(b) Montrer que & Im fi=E.
i=1

Exercice 88 [00219] [Correction]

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et py, ..., p,, des projecteurs de E dont
la somme vaut Idg. On note F1y, ..., F,, les images de py,..., p,,. Montrer
m
E=¢o F;
k=1

Exercice 89 [03241] [Correction]
Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels et u € L(E, F),ve L(F,G)etw =vou.
Montrer que w est un isomorphisme si, et seulement si, u est injective, v est surjective et

Imuedkerv=F

Applications linéaires définies sur une base

Exercice 90 [o1671] [Correction]

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N.

Montrer qu’il existe un endomorphisme f tel que Im f = kerf si, et seulement si, n est
pair.

Exercice 91 [o1653] [Correction]
Justifier qu’il existe une unique application linéaire de R? dans R? telle que :

f(1,0,0) = (0,1), f(1,1,0) = (1,0) et f(1,1,1) =(1,1)

Exprimer f(x,y, z) et déterminer noyau et image de f.

Exercice 92 [00173] [Correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et f un endomorphisme de E tel
qu’il existe un vecteur xq € E pour lequel la famille (xo, f(xo), . .., f*'(xo)) soit une base
de E. On note

C={geLE)|gof=fog
(a) Montrer que C est un sous-espace vectoriel de L(E).

(b) Observer que
C= {ao IdE +a1f + e+ an_lf"’l | ag,...,0,-1 € K}

(c¢) Déterminer la dimension de C.
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Exercice 93 [03801] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1 (avec K = R ou C)
Soit f un endomorphisme de E nilpotent d’ordre 7.
On note
C(fr={ge LE)|gof=fog}
(a) Montrer que C(f) est un sous-espace vectoriel de L(E).

(b) Soit a un vecteur de E tel que f*"'(a) # Og.
Montrer que la famille (a, f(a),..., f”’l(a)) constitue une base de E.
(c) Soit ¢,: C(f) — E I’application définie par ¢,(g) = g(a).
Montrer que ¢, est un isomorphisme.
(d) En déduire que
C(f) = Vect(d, f,..., "™

Exercice 94 [00192] [Correction]

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie
n. Former une condition nécessaire et suffisante sur F et G pour qu’il existe un
endomorphisme u de E tel que Imu = F etkeru = G.

Exercice 95 [02379] [Correction]
Soit f € L(R®) tel que rg > = 3. Quels sont les rangs possibles pour f ?

Formes linéaires en dimension finie

Exercice 96 1016751 [Correction]

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et ¢ une forme linéaire non nulle sur E.

Montrer que pour tout u € E \ ker ¢, ker ¢ et Vect(u) sont supplémentaires dans E.

Exercice 97 1016761 [Correction]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et (f, f>, ..., f,) une famille de formes
linéaires sur E.

On suppose qu’il existe un vecteur x € E non nul tel que pour touti € {1,...,n}, fi(x) = 0.

Montrer que la famille (fi, f>,. .., f,) est liée dans E*.

Exercice 98 [01679] [Correction]
Soit f un endomorphisme de R3 tel que f2 = 0.
Montrer qu’il existe a € R3 et ¢ € (R?)* tels que pour tout x € R3 on a f(x) = ¢(x).a.

Exercice 99 [03131] [Correction]
Soient ag, ay, ..., a, € R deux a deux distincts. Montrer qu’il existe (Ao, ..., 4,) € R+l
unique vérifiant

1 n
VP € R,[X], f P(t)dt = " AcP(ay)
0 k=0

Exercice 100 [ 026851 [Correction]
Soient ag, ay, ..., a, des réels non nuls deux a deux distincts.
On note F; I’application de R,[X] dans R définie par

Fi(P) = fajP
0

Montrer que (Fy, Fy, ..., F},) est une base de (R,[X])*.

Exercice 101 [o03140] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1. Montrer

Vx,ye E,x#y = Jp € E",p(x) # ¢(y)

Exercice 102 [002091 [Correction]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f, g deux formes linéaires non nulles
sur E. Montrer

dx e E, f(x)g(x) #0

Exercice 103 [002061 [Correction]
Soient fi, ..., f; des formes linéaires sur un K-espace vectoriel E de dimension 7.
On suppose qu’il existe x € E non nul tel que

fi=...= fu(x) =0

Montrer que la famille (fi,..., f,) est liée.

Exercice 104 [026841 [Correction]
Soit E et F des espaces vectoriels sur K, de dimensions finies ou non. Montrer que
(E X F)* et E* X F* sont isomorphes.
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Espaces d’applications linéaires

Exercice 105 [00179] [Correction]
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et G un sous-espace
vectoriel de E. On pose

A={ue L(E,F)|G Ckeru}

(a) Montrer que A est un sous-espace vectoriel de L(E, F).

(b) Déterminer la dimension de A.

Exercice 106 [00180] [Correction]

Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie.

Montrer que 1’ensemble des endomorphismes g de E tels que f o g = 0 est un sous-espace
vectoriel de L(F) de dimension dim E X dimker f.

Exercice 107 [03771] [Correction]

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies.

Soit W un sous-espace vectoriel de E

Soit A I’ensemble des applications linéaires de E dans F s’annulant sur W.

(a) Montrer que A est un espace vectoriel.

(b) Trouver la dimension de A.

Exercice 108 [00200] [Correction]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et F' un sous-espace vectoriel de E de
dimension p. On note

Ap={f € LEE)|Imf C F} et By = {f € L(E) | F C ker f}

(a) Montrer que Ap et By sont des sous-espaces vectoriels de L(E) et calculer leurs
dimensions.

(b) Soient # un endomorphisme de L(E) et ¢: L(E) — L(E) définie par ¢(f) = uo f.
Montrer que ¢ est un endomorphisme de £(E). Déterminer dim ker ¢.

(¢) Soit v € Im . Etablir que Imv ¢ Im u. Réciproque ? Déterminer rg ¢.

Exercice 109 [00203] [Correction]

Soient E et F des K-espaces vectoriels de dimensions finies et f € L(F, E).

Exprimer la dimension de {g € L(E,F) | f o g o f = 0} en fonction du rang de f et des
dimensions de E et F.

Endomorphismes opérant sur les polynomes

Exercice 110 [021521 [Correction]
Soitn € N* et A: K,,41[X] — K,[X] I’application définie par

A(P) = P(X + 1) — P(X)

(a) Montrer que A est bien définie et que A est une application linéaire.
(b) Déterminer le noyau de A.

(c) En déduire que cette application est surjective.

Exercice 111 [oo163] [Correction]
Soient n € N*, E = R,[X] et A I’endomorphisme de E déterminé par
A(P) = P(X + 1) - P(X).

(a) Justifier que I’endomorphisme A est nilpotent.

(b) Déterminer des réels ay, ..., a,, a,,1 non triviaux vérifiant :

n+l

VP e R,[X], Z aP(X + k) =0
k=0

Exercice 112 [02153] [Correction]
Soit A: C[X] — C[X] I’application définie par

AP)=PX+1)-P(X)

(a) Montrer que A est un endomorphisme et que pour tout polyndme P non constant
deg (A(P)) = degP — 1.

(b) Déterminer ker A et Im A.

(c) Soit P € C[X] et n € N. Montrer

N(P) = (1)) (—1)k(")P<X +h)
k
k=0
(d) En déduire que, si deg P < n, alors

n n . ~
Z(k)(—l) P(k) =0

k=0
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Exercice 113 [02154] [Correction]
Soit ¢: K,4+1[X] — K,[X] définie par p(P) = (n + 1)P — XP’.

(a) Justifier que ¢ est bien définie et que c’est une application linéaire.
(b) Déterminer le noyau de ¢.

(c) En déduire que ¢ est surjective.

Exercice 114 [02155] [Correction]

(a) Montrer que ¢: R,[X] — R,[X] définie par ¢(P) = P(X) + P(X + 1) est bijective.
On en déduit qu’il existe un unique P, € R,[X] tel que

P,(X)+P,(X+1)=2X"
Montrer que pour tout n € N, il existe P, € R,[X] unique tel que
P,(X)+P,(X+1)=2X"

(b) Justifier qu’on peut exprimer P,(X + 1) en fonction de Py, ..., P,.

(c) En calculant de deux fagons P,(X + 2) + P,(X + 1) déterminer une relation donnant
P, en fonction de Py, ..., P,_;.

Exercice 115 [02156] [Correction]
Soient A un polyndme non nul de R[X] et r: R[X] — R[X] I’application définie par :

VP € R[X], r(P) est le reste de la division euclidienne de P par A

Montrer que r est un endomorphisme de R[X] tel que 7> = ror = r.
Déterminer le noyau et I’image de cet endomorphisme.

Exercice 116 [03133] [Correction]
Soient a, b € R distincts. Montrer qu’il existe un unique endomorphisme ¢ de R[X]
vérifiant

(1) =1,0(X) = X et VP € R[X],P(a) = P(b) =0 = @(P)=0

Exercice 117 [03046] [Correction]
Soit P € R[X]. Montrer que la suite (P(n)),cy Vérifie une relation de récurrence linéaire a
coefficients constants.

Exercice 118 [000741 [Correction]
Pour p e Neta € R\ {0, 1}, on note S, I’ensemble des suites (u,) vérifiant

AP e R,[X],VYn € N, u,41 = au, + P(n)

(a) Montrer que si u € S, P est unique ; on le notera P,.
(b) Montrer que S, est un R-espace vectoriel.

(c) Montrer que ¢, qui a u associe Py, est linéaire et donner une base de son noyau.
Que représente son image ?

(d) Donner une base de S, (on pourra utiliser Ri(X) = (X + DF — ax*k pour k € [0; p).

(e) Application : déterminer la suite (u,) définie par

ug=—-2etu, =2u,—2n+7

Isomorphisme induit

Exercice 119 [029091 [Correction]
Soient E un espace vectoriel, F et F, deux sous-espaces vectoriels de E.

(a) Montrer que si F; et F; ont un supplémentaire commun alors ils sont isomorphes.

(b) Montrer que la réciproque est fausse.

Exercice 120 [001991 [Correction]
Soit f € L(E) tel que f = 0 avec E un K-espace vectoriel de dimension finie
Montrer que

dge L(E),fog+gof=Idg < Imf=kerf

Exercice 121 {00503 ] [Correction]
[Factorisation par un endomorphisme] Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie
et f,g € L(E).
Montrer
ImgcImf & Jhe L(E),g=foh

Exercice 122 [002021 [Correction]
[Factorisation par un endomorphisme] Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie
et f,g € L(E). Montrer

kerfckerg &< dhe L(E),g=hof
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Exercice 123 [00185] [Correction]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u,v € L(E).

Résoudre I’équation u o f = v d’inconnue f € L(E).
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

(a) oui b) non ¢) non d) oui

Exercice 2 : [énoncé]
Soient L, u € Retit = (x,y),¥ = (x',y’) € R?

fQUi+ uv) = f(Ax +px’, Ay + uy’)

donne
FQUE+ pv) = ((Ax + px') + (Ay + @), (Ax + px’) = (Ay + y'))
donc
FQUE+ pv) = Ax +y,x = y) +p(x" +y', X" =y') = Af (@) + pf ()

De plus f: R> — R? donc f est un endomorphisme de R>.
Pour tout (x,y) € R? et tout (x',y’) € R?

X' =x+y x=x +y)/2
/ <:> J /
{y=x—y {y=(x -y)/2
Par suite, chaque (x',y’) € R? posséde un unique antécédent par f :
(" +Y)/2,(x" =y)/2)

f est donc bijective.
Finalement f est un automorphisme de R? et

X +y) (X =y)
2 02 '

wy)e (

Exercice 3 : [énoncé]
Soient ,,u e Ret f,g € C([0; 1], R),

1
JASf +ug) = fo Af(0) + pug(®) de

et par linéarité de I’intégrale

1

1
J(/lfﬂlg):ﬂfo f(t)dt+ufo gy dr = AJ(f) +pJ(g)

De plus J: C([0; 1],R) — R donc J est une forme linéaire sur C([0; 1], R).

Exercice 4 : [énoncé]
Soient A, u € Ret f,g € C°(R,R),

Q(Af +ug) = (Af +ug)” = 3(Af +ug) +2(Af + ug)
puis
PAf +pug) = A(f" =3f" +2f) +pu(g” -3¢ +29)
donc
P(Af + ug) = Ap(f) + pp(g)
De plus ¢: C*(R,R) — C*(R, R) donc ¢ est un endomorphisme C*(R, R).
fekerp = [f'-3f+2f=0

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants d’équation
caractéristique 7> — 3r + 2 = 0 de racines 1 et 2. La solution générale est

f(x) = Ce* + Cre™

Par suite
kerp = {Cre* + C2¢™ | C1,C, € R}

Exercice 5 : [énoncé]
(a) Soient L, ueKet f,g € F(X,E),
E (Af +pg) = (Af + ug)a) = Af(a) + ugla) = AE(f) + pE(8)

Par suite E, est une application linéaire.

(b) fekerE, < f(a)=0.kerE, ={f € F(X,E)| f(a) = 0}.
ImE, C EetVX e E, en considérant f: X — E la fonction constante égale a X, on a
E.(f) = X. Par suite ¥ € ImE,, et donc E C Im E,. Par double inclusion ImE,, = E.

Exercice 6 : [énoncé]
(a) Soient L, uecRetf,gckE,

QAf +ug) = (Af +ug) = Af" +ug’ = Ap(f) + up(g)

et

Vx € B g +g)(x) = fo AF() + gty dr = A fo ) diu fo g0y dt = (W) ()0

donc
YAf +pg) = AW(f) + uy(g)
Deplusp: E — Eety: E — E donc ¢ et i sont des endomorphismes de E.
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(b) Ona
VfEE (poy) =W =f

car Y(f) est la primitive de f qui s’annule en 0. Ainsi
poy =1Idg

Aussi

VfEE,VxéR,(Wow(f)(X):j(; [ (0de = f(x) - £(0)

(c) ¢ oy est bijective donc ¢ est surjective et ¢ injective.
@ est surjective donc Im ¢ = E. ker ¢ est formé des fonctions constantes.
¥ est injective donc ker ¢ = {O} Imy est I’espace des fonctions de E qui s’annulent
en 0.

Exercice 7 : [énoncé]
Soient A, u € K et F,G € K(X). On peut écrire

F = Ent(F) + F et G = Ent(G) + G

avec deg F, deg G < 0.
Puisque
AF + uG = AEnt(F) + uEnt(G) + AF + uG

avec deg(A1F + uG) < Oona
Ent(AF + uG) = AEnt(F) + uEnt(G)

Ainsi Ent est linéaire.
kerEnt = {F € K(X) | deg F < 0}

Exercice 8 : [énoncé]

f(Vect A) est un sous-espace vectoriel de F et A C VectA donc f(A) C f(Vect A).
Par suite Vect f(A) C f(VectA).

Inversement, f~!(Vect f(A)) est un sous-espace vectoriel de E qui contient A donc
A C f~'(Vect f(A)) puis f(A) C f(f~'(Vect f(A))) C Vect f(A).

Par double inclusion 1’égalité.

Exercice 9 : [énoncé]

(=) Supposons f(A) C f(B).

Soit ¥ € A + ker f. On peut écrire ¥ = il + Vavec il € A etV € ker f.

f(@) = f@) € f(A) C f(B) donc il existe w € B tel que f(X) = f(W).

Onaalors XY= w + (¥— W) avec w € Bet X — w € ker f. Ainsi X € B + ker f.

( &) Supposons A + ker f C B +ker f.

Soit y € f(A). Il existe ¥ € A tel que ¥ = f(X). Or ¥ € A C A + ker f C B+ ker f donc on
peut écrire ¥ = il + Vavec il € Bet V € ker f. On a alors j = f(¥) = f(il) € f(B).

Exercice 10 : [énoncé]

(@) u~"'(u(F)) est un sous-espace vectoriel de E qui contient F et ker u donc
F +keru C u” " (u(F))

Inversement, soit x € u~' (u(F)). On a u(x) € u(F) donc il existe a € F tel que
u(x) = u(a) etalorspourb =x—aonax=a+baveca € F etb € keru. Ainsi

uw '(u(F)) = F + keru
(®) u(u '(F)) estun sous-espace vectoriel de E inclus dans F et dans Im u donc
u(u "(F))c FNImu

Inversement, soit x € F' N Imu. Il existe a € E tel que x = u(a). Or, puisque x € F,
a € u”'(F) et donc x = u(a) € u(u™'(F)). Ainsi

u(u '(F))= FNImu
(c) Onau(u ' (F)) = u='(u(F)) si, et seulement si,
F+keru=FnNnImu
Si cette condition est vérifiée alors
FcF+keru=FNImucF

et donc
F=F+keru=FnNnImu

ce qui entraine

keruc FetF CcImu

Inversement, si ces conditions sont vérifiées, on a immédiatement
F+keru=F=FnImu.

Finalement u(u~'(F)) = u~" (u(F)) si, et seulement si, F est inclus dans I’image d’un
endomorphisme injectif.
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Exercice 11 : [énoncé]
Les inclusions suivantes sont toujours vraies

F c h™ Y (h(F)) et k(" "(F)) c F
Si k™' (h(F)) = h(h™(F)) alors
WY W(F)) = Feth(h""(F)) = F

Les inclusions A~ (h(F)) C F et F c h(h™'(F)) entrainent respectivement ker i C F et
FcImh.
Inversement, supposons

kerhc FcImh

Pour x € h~!(h(F)), il existe a € F tel que h(x) = h(a). On a alors x —a € kerh C F et
donc x = a + (x — a) € F. Ainsi "' (h(F)) C F puis "' (W(F)) = F
Aussi pour y € F C Imh, il existe a € E tel que y = h(a) et puisque y € F, a € h™'(F).
Ainsi F c h(h™'(F)) puis F = h(h™'(F)).
Finalement

W (W(F)) = h(h™ (F))

Exercice 12 : [énoncé]

(a) Siye f(X-, E;) alors on peut écrire y = f(x; +--- + x,) avec x; € E;. On alors
y=fl)+ -+ f(x) avee f(x;) € f(E;) etainsi f(E7, Ej) € X, f(E).
Siye X%, f(E;) alors on peut écrire y = f(x;) + - -+ + f(x,) avec x; € E;. On a alors
y=f(x)avecx =x; +---+x, € X, E;donc f(3, E;) D X1y f(E).

() Si f(x;)+---+ f(x,) = 0avec x; € E; alors f(x; +--- + x,) = 0donc
X1 + -+ x, = 0car finjective puis x; = ... = x,, = 0 car les E; sont en somme
directe et enfin f(x;) = ... = f(x,) = 0. Ainsi les f(E;) sont en somme directe.

(c) Soit x € Z;’:l f‘l(Fj). On peut écrire x = x; + --- + X, avec f(x;) € F; donc
FG) = flx) + o+ f(xp) € X0 Fj. Ainsi B, f71(F)) € f1(E0, F)).
On obtient une inclusion stricte en prenant par exemple pour f une projection sur une
droite D et en prenant F, F, deux droites distinctes de D et vérifiant D C F + F>.
f =0ou f = Id sont des conditions suffisantes faciles. ..
Plus finement, supposons chaque F; inclus dans Im f (et p > 1)
Pour x € f‘l(Z?=1 F;), on peut écrire f(x) =y; +---+y,avecy; € F;. Or F; CIm f
donc il existe x; € E vérifiant f(x;) = y;. Evidemment x; € f~'(F;). Considérons
alors x| = x — (x, + -+ + x,), ona f(x}) = y; donc x| € f~1(F)) et
X=X{+XxXp+ - +x,€ Zle f7U(F)). Ainsi f‘1(25.’:1 Fjc Zle f7Y(F;) puis
I’égalité.

Exercice 13 : [énoncé]

(a) Six = 0 alors n’importe quel A, convient..
Sinon, la famille (x, f(x)) étant li€e, il existe (1, u) # (0,0) tel que Ax + pf(x) = Of.
Sip = 0alors Ax = Og, or x # Og donc A = 0 ce qui est exclu car (4, 1) # (0, 0).
Il reste ¢ # O et on peut alors écrire f(x) = A,x avec A, = —4/u.

(b) Cas (x,y) liée : on peut écrire y = px avec u # 0 (car x,y # Og).
D’une part f(y) = A4,y = ud,x. D’autre part f(y) = f(ux) = uf(x) = pdx.
Sachant u # 0 et x # Og, on conclut : A, = A,.
Cas (x,y) libre :
D’une part f(x +y) = A4y (x +y), d’autre part f(x +y) = f(x) + f(y) = A.x + A,y.
Ainsi Adgy(x +y) = Lx + Ay,
Par liberté de la famille (x, y), on peut identifier les coefficients et on obtient
Ay = Aeyy = Ay

(c) L’application x — A, est constante sur E \ {Og}. Notons A la valeur de cette constante.
OnaVxe E\{Og}, f(x) = Ax, de plus cette identité vaut aussi pour x = Og et donc
f=Aald.

Exercice 14 : [énoncé]

Pour tout x non nul, la liaison de la famille (x, f(x)) permet d’écrire f(x) = A,x avec
A, € K unique.

Soient x, y non nuls.

Cas (x,y) liée :

On peut écrire y = ux et alors

Of(y) = pdex = Ay et f(y) = A,y

donc 4y = A,.
Cas (x,y) libre :
f()C +y) = /1x+y(x +y) =Adx+ /lyy

donc A, = A, par identification des scalaires facteurs dans une famille libre.
On pose A la valeur commune des A,. On a donc

Vx € E\ {0}, f(x) = Ax

et cette relation vaut aussi pour x = Og. On peut alors conclure f = A1d.

Exercice 15 : [énoncé]
Soient x,y € E \ ker f.
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Si la famille (f(x), f(y)) est libre alors les deux égalités

8(x +y) = Aoy (f(0) + f(») et g(x +y) = A f(x) + 4,/ (y)

entrainent A, = A, par identification des coefficients.
Si la famille (f(x), f(y)) est liée avec alors on peut écrire

fOo) =af(x)aveca £ 0

et donc y — ax € ker f. Or il est immédiat d’observer que le noyau de f est inclus dans
celui de g et donc

gy = ag(x)

De plus
ag(x) = ad, f(x) et g(y) = ad,f(x)

donc a nouveau A, = A,.
Posons 4 la valeur commune des scalaires A, pour x parcourant E \ ker f.
Pour tout x € E, qu’il soit dans ker f ou non, on peut affirmer

8(x) = Af(x)
etdonc g = Af.

Exercice 16 : [énoncé]
SilIm f c ker g alors pour tout x € E, f(x) € Im f C ker g donc g(f(x)) = Og. Ainsi

gof=0.
Si g o f = 0 alors pour tout x € E, g(f(x)) = Og donc f(x) € ker g. Ainsi
VxeE, f(x) ekerg

donc Im f C ker g.

Exercice 17 : [énoncé]

(a) Soit x € ker fNnkergon (f+g)(x) = f(x)+g(x) = Og. Ainsi ker f Nkerg C ker f +g.

(b) Soit y € Im(f + g). Il existe x € E, y = (f + 8)(x) = £(x) + g(x) € Im f + Im g. Ainsi
Imf+gcImf+Img.
(c) Soit x € ker £, f2(x) = f(f(x)) = f(Og) = Og donc x € ker f2. Ainsi ker f C ker f2.
(d) Soity e Im f2. Tlexiste x € E, y = f2(x) = f(f(x)) = f(il) avec il = f(x) donc
y € Im f. Ainsi Im f? c Im f.

Exercice 18 : [énoncé]

(a) (=) Supposons Im f Nker f = {Og}.
L’inclusion ker f C ker f2 est toujours vraie indépendamment de 1’hypothése.
Soit x € ker f2, on a f2(x) = f(f(x)) = Og donc f(x) € ker f.
De plus f(x) € Im f or par hypothese Im f Nker f = {Og} donc f(x) = O puis
x € ker f. Ainsi ker f> C ker f puis 1’égalité.
( <) Supposons ker f = ker f2.
Soit y € Im f Nker f. On peut écrire y = f(x) avec x € E. Or f(y) = O donc
f2(x) = Og. Ainsi x € ker f2 = ker f et par suite y = f(x) = Og. Finalement
Im f Nnker f = {0g}.
(b) (= ) Supposons E =1Im f + ker f.
L’inclusion Im f? c Im f est vraie indépendamment de I’hypothése.
Soit y € Im f. Il existe x € E tel que y = f(x). Or on peut écrire x = u + v avec
uelmfetvekerf.
Puisque u € Im f, on peut écrire u = f(a) avec a € E. On a alors
y = f(f(a) +v) = f2(a) + f(v) = f*(a) € Im f2. Ainsi Im f c Im f? puis I’égalité.
( &) Supposons Im f = Im f2. L’inclusion Im f + ker f C E est toujours vraie.
Inversement, soit x € E. f(x) € Im f = Im f? donc il existe a € E tel que
) = fAa).
Posons u = f(a)etv = x — u.
Clairement x = u + v, u € Im f. De plus f(v) = f(x) — f(u) = f(x) — f*(a) = 0 donc
v ekerf.
Finalement £ = Im f + ker f.

Exercice 19 : [énoncé]
(a) Posons g = $(31d—f) € L(E).Ona fog=3f—1f?>=Idetde méme go f =1d
donc f est un automorphisme et f~! = g.

(b) En tant que noyaux d’applications linéaires, ker(f — Id) et ker(f — 2 1d) sont des
sous-espaces vectoriels de E.
Soit x € ker(f — Id) Nker(f —21Id). On a f(x) = x et f(x) = 2x donc x = Og. Ainsi

ker(f —Id) N ker(f —21d) = {Og}

Soit x € E. Posons u = 2x — f(x) etv = f(x) — x.
Onau+v=ux f(u) =2f(x) —fz(x) =2x— f(x) = udonc u € ker(f —1d) et
Ffv) = f2(x) — f(x) = 2f(x) — 2x = 2v donc v € ker(f — 21d). Ainsi

E = ker(f — Id) + ker(f — 21d)

Finalement, ker(f — Id) et ker(f — 2 1d) sont des sous-espaces vectoriels
supplémentaires de E.
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Exercice 20 : [énoncé]

(a) Soit x € kerh. On g o h(x) = 0 donc x € ker f. Ainsi, on a I’inclusion ker & C ker f.
De méme, on obtient ker f C ker g et ker g C ker h d’ou I’égalité des noyaux. Soit
y € Imh, il existe x € E tel que h(x) = y. Mais alors f(g(x)) = ydonc y € Im f.
Ainsi, on a I’inclusion Im 2 C Im f et de mé&me, on obitent Im f C Im g et
Im g c Imh d’ou I’égalité des images.
(b) On remarque
ff=(@gohof=gohof) =g
et
fP=fo(gohy=(fogoh=1

On a alors
f=goh=go(fog)=go(goho(hof)=g oh’of=f
(c) SixeImfnkerf alors il existe a € E tel que x = f(a) et ona f(x) = 0. On a donc
x=f@=f@=r®=0
Ainsi
Im f Nker f = {0}

Par une éventuelle analyse-synthese, on remarque que pour tout x € E, on peut écrire

x= 1@+ (v - )

avec
fHx)eIm fet x — f4(x) € ker f

Ainsi
Imf+kerf=E

Finalement, les espaces Im f et ker f sont supplémentaires dans E.

Exercice 21 : [énoncé]

On a toujours ker f C ker(g o f).

Inversement, pour x € ker(g o f),ona g o f(x) = 0donc fogo f(x) = f(0)=0.Or
fog=1Iddonc f(x) =0.

Ainsi ker(g o f) C ker f puis ker(g o f) = ker f.

On a toujours Im(g o f) c Im g.

Inversement, pour y € Im g, il existe x € E tel que y = g(x) et alors

y=go fog(x)=(go f)lgx) € Im(go f).

Ainsi Im g c Im(g o f) puis Im(go /) =Img

Soit x € ker f N Im g. Il existe a € E tel que x = g(a) et alors f(x) = 0 donne f(g(a)) =0
d’otta =0 car f o g =1d. On en déduit x = g(a) = 0 et donc ker f N Im g = {0}.

Soit x € E. On peut écrire x = (x — g(f(x))) + g(f(x)) avec g(f(x)) € Img et

x —g(f(x)) € ker f car

fx=g(f(x) = f(x) = (f e (f (%) = f(x) = f(x) =0

Ainsi E = ker f + Im g et finalement ker f et Im g sont supplémentaires dans E.

Exercice 22 : [énoncé]

(a) Evidemment ker f C ker(g o f) et Im(g o f) C Img.
Pour x € ker(g o f), on a f(x) = f(g(f(x)) = f(0) = 0 donc x € ker f.
Pour y € Img, il existe x € E tel que y = g(x) et alors
y = 8(f(g(x) = g(f(a)) € Im(g o f).
(b) Six € ker f N Img alors on peut écrire x = g(a) et puisque f(x) =0,a = f(g(a)) =0
donc x = 0.
Pour x € E, on peut écrire x = (x — g(f(x)) + g(f(x)) avec x — g(f(x)) € ker f et
g(f(x)) € Img.
(c) Si f est inversible alors f o g = Id entraine g = .
Cette condition suffisante est aussi évidemment nécessaire.

(d) (gof)o(gof)=go(fog)of=go fetdoncgo f estun projecteur.

Exercice 23 : [énoncé]

(a) Soit x € Im f Nkerg.
Il existe a € E tel que x = f(a) donc

x=fla)=(fogofla)=(fog)x) =0

Soitx € E.

Analyse :

Supposons x = u +vavecu = f(a) € Im fetv € kerg.

g(x) = g o f(a) donc (f o g)(x) = f(a) = u.

Synthese :

Posonsu = (fog)(x)etv=x—u.

Onauelmf,x=u+vetg(v)=gx) —gu)=01ie vekerg.
(b) On a immédiatement f(Img) C Im f.

Inversement, pour y € Im f, on peut écrire y = f(x) avec x € E.

Par symétrie, on a E = Im g @ ker f et on peut écrire

x=gla)+uavecac Eetuckerf

On a alors y = f(g(a)) € f(Img) et I’on obtient I’inclusion Im f c f(Im g).
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Exercice 24 : [énoncé]
ld=Td—f" = Ad=f)Ad+f +--- + "y etaussiId = (Ad +f + - -- + f~1)(Ad ).
Par suite Id — f est inversible et Ad =)' = Id+f + --- + f* L.

Exercice 25 : [énoncé]
Soient f € L(E)ett=t,0ouuec E.Soitx € E

(fo)x)=(o flx) & fO+fw=f)+u & fw=u

Une translation est un endomorphisme commutent si, et seulement si, le vecteur de
translation est invariant par I’endomorphisme.

Exercice 26 : [énoncé]

Posons H = F N GL(E)

On a immédiatement H C GL(E), Idg € HetVu,ve Hyuov € H.
Montrer que H est stable par passage a I’inverse.

Soit u € H. Considérons I’application ¢: F — F définie par

(V) =uov

L application ¢ est évidemment linéaire et puisque u est inversible, cette application est
injective. Or F est un K-espace vectoriel de dimension finie (car sous-espace vectoriel de
L(E), lui-méme de dimension finie) donc ¢ est un automorphisme de F. Par suite
I’application ¢ est surjective et puisque Idg € F, il existe v € F tel que

uov=Idg

Onen déduitu™! =ve Fetdoncu™' € H.

Exercice 27 : [énoncé]
(@) (Id-p)*> =1d-2p + p* donc (Id—p)*> = Id —p) = p = p°.

(b) po(Id-p) =0 donc Im(Id -p) C ker p.
Inversement, soit x € ker p, on a (Id —p)(x) = x — p(x) = x donc x € Im(Id —p). Ainsi
ker p ¢ Im(Id —p).
Finalement ker p = Im(Id —p) et de méme ker(Id —p) = Im p.

Exercice 28 : [énoncé]

(i) = (ii) Supposons (i)
pP=pogop=pog=petg*=qgopoq=gqop=qdonc p et g sont des projecteurs.
Soit x € ker p. On a g(x) = g(p(x)) = O donc x € ker g. Ainsi ker p C ker g. Par symétrie
I"égalité.

(il) = (i) Supposons (ii)

Soit x € E. On peut écrire x = u + vavec u € Img et v € ker g = ker p.

D’une part (p o ¢)(x) = p(q(u)) + p(Op) = p(u) et d’autre part p(x) = p(u) + p(v) = p(u).
Ainsi pog=petdemémegop =gq.

Exercice 29 : [énoncé]
(pog)>=pogopog=p?oq*=pogdonc po g estun projecteur.
Soit x € ker p + ker ¢, il existe (u, v) € ker p X ker g tels que x = u + v et alors

(Po@x)=(pPog)+(pog)(v)=(gop)u)+(poq)(v)=0g

donc x e kerp o q.
Ainsi
kerp+kergCckerpog

Inversement, soit x € ker p o g. On peut écrire x = u + v avec u € ker p et v € Im p.

(Pog)x)=(qop)x)=q(v)=0g

donc v € ker g. Par suite x € ker p + kerg.
Par double inclusion
ker po g =kerp +kerg

Soity e Impog,ilexiste x € Etelque y = (pog)(x). Onay = p(g(x)) € Imp et
y=¢q(p(x)) eImgdoncyeImpNImgqg. Ainsilmpog Cc Imp NImg.
Inversement, soity € Imp N Imgq. [l existe x € E,y = g(x) et
y=py)=(pog(x)elmpog.

Ainsi Im p NIm g C Im p o g puis I’égalité.

Exercice 30 : [énoncé]

(a) F et G sont des sous-espaces vectoriels car noyaux d’endomorphismes.
Soit € FNG.Ona s(¥) = Xet s(¥) = —¥donc ¥ = 4. Ainsi F NG = {7}.
Soit ¥ € E. Posons i = %(f+ s(X)etv = %()?— 5(X)).
OnaX=i+V,s(id) =iddoncii € F et s(V) = —vVdoncVeqG.

Ainsi F + G = E. F et G sont donc supplémentaires dans E.
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(b) V¥ e E,Ail, %) € F X G tel que ¥ = it + 7.
On a s(¥) = s(id) + s(¥) = il — V donc x est la symétrie par rapport a F paralleélement a
G.
(c) F et G sont des sous-espaces vectoriels car noyaux d’endomorphismes.
Soit ¥e FNG.Ona f(¥) = Xet f(X) = aXdonc ¥ = 4. Ainsi F NG = {d].
Soit ¥ € E. Posons if = 7= (f(?) — a¥) et ¥ = 7=(¥— f(¥)).
OnaX=i+V, f(i) =i donc it € F et f(¥) = avdonc V € G.
Ainsi F + G = E. F et G sont donc supplémentaires dans E.
(d) VXe E, @, V) e FxGtelque X =il + V.
Ona f(®) = f(&) + f(¥) = il + av donc f est I’affinité par rapport & F parallglement a
G et de rapport a.

Exercice 31 : [énoncé]

Soit ¥ € ker(f — Id) Nker(f — 31d). On a f(¥) = ¥et f(¥) = 3¥donc ¥ = 3.

Soit X € E. Posons if = (3% — f() et ¥ = § (f(¥) - X).

On a X = il + Vavec i € ker(f — Id) et ¥ € ker(f — 3 1d) apres calculs.

f est I’affinité vectorielle par rapport a F = ker(f — Id), parallelement a G = ker(f — 31d)
et de rapport 3.

Exercice 32 : [énoncé]

¢: u+— uo pestun endomorphisme de £(E) donc L = Im ¢ est un sous-espace vectoriel
de L(E).

Y : v > vo g estun endomorphisme de £(E) donc M = Imy est un sous-espace vectoriel
de L(E).

Soit fe LN M.l existe u,ve L(E)telsque f =uop=vogq.
Onafop=uop’=uop=fetfop=vogop==0cargop=0donc f=0.Ainsi
LN M ={0}.

Soit f € L(E).Onaf = fold=fo(p+q)=fop+fogeL+M.Ainsi L(E)=L+ M.
Finalement L et M sont supplémentaires dans L(E).

Exercice 33 : [énoncé]

(a) Supposons ker p = kerg. On a
pogq-p=po(g-1Id
Or Im(gq — Id) = ker g donc Im(g — Id) C ker p puis

poq-p=0

Ainsi p o g = p et de méme on obtient g o p = q.
Inversement, si pog = petgo p = g alors kerg C ker p et ker p C kerg d’ou
I’égalité ker p = ker g.

(b) Supposons Im p = Img. On aker(p —Id) = Img donc (p —Id) og = 0 d’our
p o g = q. Et de fagon semblable, g o p = p.
Inversement, 1’égalité p o g = g entraine Im g C Im p et I’égalité g o p = p entraine
Im p € Img. Ainsi, la condition nécessaire et suffisante cherchée est

poq=qetqgop=p

Exercice 34 : [énoncé]

(a) Calculons
rP=(p+q-qop’=(p+qg-qop)o(p+qg—qop)
En développant et en exploitant p o g = 0 on obtient,
rP=ptqop+d-qop-qop

En exploitant p> = p et ¢*> = ¢, on parvient 4 r*> = r donc r est un projecteur.

(b) Pourtout x € E,
r(x) = p(x) + g(x — p(x)) € Imp + Img

donc
ImrcImp+Img

Inversement, si x € Im p + Im g, on peut écrire x =a+ b aveca e Impetb € Img.
Puisque p o g =0, 0n a p(b) = 0 et puisque a € Im p, on a p(a) = a.
Ainsi p(x) =aetdonc b = x —a = x — p(x).
Or b € Im g donc b = g(b) puis b = g(x — p(x)) = g(x) — g(p(x)).
Finalement x = a + b = p(x) + g(x) — g(p(x)) = r(x) et donc x € Imr.
Ainsi

Imr=Imp+Img
Soit x € ker p Nkerg, on a r(x) = p(x) + q(x) — g(p(x)) = 0 donc x € kerr.
Inversement, soit x € kerr.
On a p(x) + g(x — p(x)) = 0 donc p(x) = p(p(x)) = p(q(x — p(x))) =0 car po g = 0.
Ainsi x € ker p. De plus p(x) + g(x — p(x)) = 0 sachant p(x) = 0 donne g(x) = 0 et
donc x € kergq.
Finalement ker » C ker p N ker g puis

kerr = ker p Nkerg
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Exercice 35 : [énoncé]

(@) (&= ) Supposons pog =go p=0.0naalors

(p+q’=p°+pog+qop+q =p+gq

(=) Supposons p + g projecteur. Par les mémes calculs que ci-dessus

peq+qop=0
En composant cette relation avec p a droite et a gauche, on obtient

pogop+gop=0etpog+pogop=0
On en déduitgo p = pogpuispog=gop=0.
(b) On a évidemment
Im(p+¢g) CcImp +Img

Inversement, pour x e Imp + Img,onax=a+bavecac Impeth € Img.
Puisque p o g = 0, p(b) = 0 et donc p(x) = p(a) = a. De méme g(x) = b et donc
x = p(x) + g(x) € Im(p + ).
Ainsi

Im(p+¢qg)=Imp+1Img

On a évidemment
ker p Nkerqg C ker(p + q)

Inversement pour x € ker(p + ¢g), on a p(x) + g(x) = 0 donc p2(x) + p(g(x)) = 0 puis
p(x) =0 car p> = pet pog = 0. Ainsi x € ker p et de méme x € kerq.
Finalement

ker p Nnkerg = ker(p + q)

Exercice 36 : [énoncé]

(a) Six € ker p alors p(u(x)) = u(x) + u(p(x)) = u(x) donc u(x) € Im p. Ainsi
u(ker p) C Im p.
Si x € Im p alors p(x) = x donc u(x) = p(u(x)) — u(p(x)) = p(u(x)) — u(x) d’ou
2u(x) = p(u(x)). Par suite u(x) € Im p donc p(u(x)) = u(x) et enfin la relation
précédente donne u(x) = 0. Ainsi x € ker u.

(b) Pour x € E, u(x) = u(p(x)) + u(x — p(x)).
Or u(p(x)) = O car Im p C keru et u(x — p(x)) € u(ker p) C Im p C keru donc
u*(x) = 0.

(c) Supposons u?> = 0. On a Imu C ker u. Soit p une projection sur Imu. Ona pou = u
car les vecteurs de Im u sont invariants par p etonau o p = 0 car
Im p = Imu C ker u. Ainsi, il existe une projection p pour laquelle u = pou —uo p.
La réciproque est vraie.

Exercice 37 : [énoncé]
(a) ou)?> =voldpou=voudoncvouestun projecteur.

(b) Le rang d’un projecteur est €gal a sa trace donc
rgvou) =tr(vou) =tr(uov)=tr(Idg) = p
Ona
Im(vou) cImvet dimIm(vou) =rg(vou)=p >rg(v) =dimImv

On en déduit
Im(vou) =Imv

Ona
keru c ker(vou) et dimkeru =n—rgu>n—p =n—rg(vou) =dimker(v o u)

donc
ker(v o u) = keru

Exercice 38 : [énoncé]
Si f est un projecteur alors f est la projection sur Im f parallelement a ker f tandis que
Id — f est la projection complémentaire sur ker f parallelement a Im f.
On en déduit
rgf+rg(ld—f) =rg f +dimker f =n

en vertu de la formule du rang.
Inversement, supposons

rg f+rgdd—f) =n
Posons F = Im f et G = Im(Id — f).
Pour tout x € E,on a
x=fxX)+x-f(x)eF+G

doncEC F+Gpuis E=F+G.

OrdimF +dimG =rg f + rg(Id—f) = dim E donc E = F & G et la décomposition d’un
vecteur x en la somme de f(x) € F etde x — f(x) € G est unique. Puisque f apparait
comme associant a x le vecteur de F' dans sa décomposition en somme d’un vecteur de F'
et de G, on peut affirmer que f est la projection du F parallelement a G.
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Exercice 39 : [énoncé]
Puisque Im p C kerg, on a g o p = 0 et en développant puis en simplifiant

(p+q-pog’=p+q-pogq

On peut donc conclure que r = p + g — p o g est un projecteur.
Montrons
Imr=Imp+Img

L’inclusion C est immédiate car
Yx € E, r(x) = p(x — g(x)) + q(x)

Inversement, soit x € Im p + Im g. On peut écrire x = p(a) + q(b) avec a,b € E. On a alors
par le calcul

r(x) = r(p(a)) + r(g(b)) = p(a) + q(b) = x

etainsi x € Imr.
Montrons aussi
kerr = ker p Nkerg

L’inclusion D est immédiate. Inversement, pour x € ker  on a

p(x) +q(x) — pog(x)=0g

En appliquant g, on obtient g(x) = Og puis on en déduit aussi p(x) = O et ainsi
x € ker pNkergq.

Exercice 40 : [énoncé]

(a) Evidemment Kker f C ker(g o f) et Im(g o f) C Img.
Pour x € ker(g o f), on a f(x) = f(g(f(x)) = f(0) = 0 donc x € ker f.
Pour y € Img, il existe x € E tel que y = g(x) et alors
y = 8(f(g(x) = g(f(a)) € Im(g o f).
(b) Six € ker f N Img alors on peut écrire x = g(a) et puisque f(x) =0,a = f(g(a)) =0
donc x = 0.
Pour x € E, on peut écrire x = (x — g(f(x))) + g(f(x)) avec x — g(f(x)) € ker f et
8(f(x) € Img.
(c) Si f est inversible alors f o g = Id entraine g = .
Cette condition suffisante est aussi évidemment nécessaire.

(d) (goflo(gof)=go(fog)of=go fetdoncgo f estun projecteur.

Exercice 41 : [énoncé]
Puisque a ¢ H, on vérifie aisément

Vect(a) N H = {Og}

Soit ¢ une forme linéaire non nulle telle que H = ker ¢.
Pour tout x € E, on peut écrire

x = (x — Aa) + Aa avec A = p(x)/p(a)
Puisque ¢(x — Aa) = 0, on a x — Ada € H et puisque Aa € Vect(a), on obtient

E = H + Vect(a)

Exercice 42 : [énoncé]

Bien entendu H N D = {0} mais ici aucun argument de dimension ne permet de conclure
directement.

Soit ¢ une forme linéaire dont H est le noyau et u# un vecteur non nul de D.

11 est clair que ¢(u) # 0 et alors pour tout x € E, on peut écrire

x = (x — Au) + Au avec A = o(x)/p(u)

Onaalors x — Au € H car ¢o(x — Au) =0 et Au € Ddonc E = H + D.

Exercice 43 : [énoncé]
Si F # H alors il existe a € F telque a ¢ H.
On a alors
H @& Vect(a) = E

et puisque H C F et Vect(a) C F, on peut conclure £ = F

Exercice 44 : [énoncé]

Si f = 0: ok. Sinon, on introduit & ¢ ker f de sorte que Vect il et ker f soient
supplémentaires puis on introduit @ de sorte que f(if) = ag(if) avant de conclure via
h = f — ag s’annule sur ker f et ii.

Exercice 45 : [énoncé]

Par contraposée : si e n’est pas une base de E alors Vect(ey,...,e,) # E.

Soit H un hyperplan tel que Vect(ey, ..., e,) C H et f une forme linéaire non nulle de
noyau H.

Ona f(e;) =...= f(e,) = 0mais f # 0.
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Exercice 46 : [énoncé]
SiV={0}:0k
Sinon, soit (e, . ..,e,) une base de V.

f(V) = f(Vect(ey, ..., ep)) = Vect(f(ey),..., f(ep)).
Donc f(V) est un sous-espace vectoriel de E de dimension inférieure & p. Or V C f(V)
donc dim f(V) > p et par suite dim f(V) = p. Par inclusion et égalité des dimensions :

f(V)=V.

Exercice 47 : [énoncé]
Par définition

rg(f(x1), ..., f(xp)) = dim Vect(f(xy), ..., f(x,)) = dim f(Vect(xi, ..., xp))
or f est injective donc
dim f(Vect(xy, ..., x,)) = dim Vect(xy, ..., Xxp)

et ainsi

rg(f()C1), s ’f(xp)) = rg(.X1, B xp)

Exercice 48 : [énoncé]

(a) Ilexiste x ¢ ker f7~! car f7~! # 0 par définition de p.
Supposons
QX+ A f)+-+ 4,1 /() =0

En composant par f”~! la relation ci-dessus, on obtient

Aofr () =0

car
2p-2 3
P =...=fP"=(x)=0
11 s’ensuit A = 0.
En composant par f”‘z, e, fo la relation initiale, on obtient successivement

Ai=...=2,.1=0.
La famille (x, f(x), ..., f7~'(x)) est donc libre.

(b) Comme cette famille est libre et composée de p vecteurs en dimensionzon a p < n.
Puisque f? =0, f" = f"?o fP =0.

Exercice 49 : [énoncé]

On a
fol(f+g=1d
donc, par le théoreme d’isomorphisme, f + g est inversible et
f+eg=f"
On en déduit (f + g) o f = Id qui donne
fog=gof

Exercice 50 : [énoncé]

(@ u=(,y,z)ekerf & x=y=z.u=(1,1,1)forme une base de ker f.
Par le théoréme du rang rg f = dimR> — dimker f = 2.
Soitv = £(1,0,0) = (0,-1,1) et w = (0, 1,0) = (1,0, —1) vecteurs non colinéaires
de Im f.
(v, W) est une famille libre formée de 2 = dim Im f vecteurs de Im f, ¢’est donc une
base de Im f.

() ker f ={(x,y,2x—y,—x—y) | x,y € R} = Vect(u,v) avec u = (1,0,-2,—-1) et
v=(0,1,-1,-1).
(u, v) est une famille libre, elle forme donc une base de ker f, par suite dimker f = 2.
Par le théoréme du rang : rg f = dimR* — dimker f = 2.
d=f(1,0,0,00=(2,1,1)eIm f eth = f(0,1,0,0) = (1,1,0) e Im f.
(a, b) forme une famille libre formée de 2 = dim Im f vecteurs de Im f, c’est donc
une base de Im f.

(c) kerf={z=a+ib|la,beR,a+b =0}
Soit z; = 1 — i, on observe que ker f = Vect(z;), donc (z;) forme une base de ker f et
dimker f = 1.
Par le théoréme du rang : rg f = dimg C — dimker f = 1.
22 = f(1) =1+ieImf, donc (z;) forme une base de Im f carrg f = 1.

Exercice 51 : [énoncé]

(a) Une petite analyse assure que le vecteur x ne peut appartenir au noyau de f7~! car
sinon la famille introduite comporterait le vecteur nul et serait donc liée.
Introduisons donc x ¢ ker f7~!. Ceci est possible car, par hypothése, 1’application
77! n’est pas nulle.

Supposons
Aox + 1 f(X) + -+ Apr f17 () = Op
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En composant par f7~! la relation ci-dessus, on obtient
Aof"™1(x) = Op

et donc Ay = 0 car f7~!(x) # Og.
En composant de méme par f° =2 fO la relation initiale, on obtient
successivement

A1=0,...,2,.1=0

La famille (x, f(x)...., f*~'(x)) est donc libre.

(b) La famille précédente est composée de p vecteurs en dimension 7 et elle est libre
donc p < n.
Par suite

fr=frofr=0

Exercice 52 : [énoncé]

Si dim E = n alors dim £L(E) = n? donc la famille (1, f, f2, ..., f) est liée car formée de
n* + 1 élément. Une relation linéaire sur les éléments de cette famille donne
immédiatement un polyndme annulateur non nul.

Exercice 53 : [énoncé]

(a) Siker f =Im f alors f> = 0 et donc f est nilpotent.
Si f est nilpotent alors ker f # {0} et donc dimker f = 1 ou 2. Or f # 0 donc il reste
dimker f = 1.
ker f c ker f2 donc dimker f> = 1 ou 2.
Si dimker f? = 1 alors ker f = ker f? et classiquement (cf. noyaux itérés)
ker f" = ker f pour tout n € N ce qui contredit la nilpotence de f.
I reste donc dimker f2 = 2 et donc Im f C ker f puis 1’égalité par argument de
dimension.

(b) Si f = uovavecuetvnilpotents et nécessairement non nuls alors Im f € Imu et
kerv C ker f. Or ces espaces sont de dimension 1 donc Im f = Imu et ker f = kerv.
Mais Im f = ker f donc Imu = kerv puis keru = Imv d’ott u o v = 0. C’est absurde.

Exercice 54 : [énoncé]

Soient A, u € K et P, Q € K, [X]. Clairement ¢(AP + uQ) = A¢p(P) + ue(Q).
Soit P € ker¢. On a o(P) = (0,...,0) donc P(ag) = P(a;) = ... = P(a,) =0.
deg P < n et P admet au moins n + 1 racines distinctes donc P = 0.

ker ¢ = {0} donc ¢ est injectif. De plus dim K,,[X] = dim K™*! donc ¢ est un
isomorphisme.

Exercice 55 : [énoncé]

@ est clairement linéaire et si P € ker ¢ alors P a plus de racines (comptés avec
multiplicité) que son degré donc P = 0. Ainsi ¢ est injective et puisque

dim Ry, 1[X] = dim R?>**2, ¢ est un isomorphisme.

Exercice 56 : [énoncé]
OnaIm(f + g) € Im f + Im g donc

rg(f +g) <dim(Im f + Img) = dimIm f + dimIm g — dimIm f N Im g < rg(f) + rg(g)

Aussi
rg(f) =18(f —g +g) <rg(f — g +ra(g)

donc
rg(f) —rg(g) <rg(f —2)

On conclut par symétrie sachant rg(f — g) = rg(g — ).

Exercice 57 : [énoncé]

Le rang d’une application linéaire composée est inférieur aux rangs des applications
linéaires qui la compose.

D’une part rg(f o g),1g(g © f) < rg(f), rg(8)

D’autre part rg(f) = rg(f o go f) < rg(go f),18(f 0 g), ra(g) etrg(g) = rg(go fog) < rg(f)
Ces comparaisons permettent de conclure.

Exercice 58 : [énoncé]
Facilement Im(f + g) € Im f + Im g donc

1g(f +g) < dim(Im f + Im g) < rg(f) +1g(g)
Puisque f = f + ¢ + (=),

1g(f) < rg(f +8) +18(=g) = rg(f + 8) +12(8)
Aussi rg(g) < rg(f + g) +1g(f) donc

|ee(f) — ra(g)| < re(f +g)

Exercice 59 : [énoncé]
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(a) Pourtoutx € E,ona

(u+v)(x) =ulx)+v(x) e Imu+Imv

donc
Im(u+v) cImu+ Imv
Puisque
dim(F + G) <dimF +dim G
on obtient

rgu+v) <rgu+rgv

De plus, on peut écrire
u=w+v)+(-v)

donc
rgu < 1g(u +v) +rg(—v) = rg(u +v) + rgv
puis
rgu—1gv <rg(u+v)
Aussi
rgv—rgu <rg(u+v)
et donc

Ire(u) - re(v)] < rg(u +v)
(b) Les endomorphismes u = v = Idg> conviennent.

(c) Les endomorphismes # = v = 0 conviennent..

Exercice 60 : [énoncé]

(= ) Supposons rg(f + g) =rg f + 12 g.

Sachant Im(f + g) cIm f + Img,onarg(f + g) <rgf +rgg — dim(Im f N Img) et donc
dim(Im f NImg) <O0.

Ainsi Im f N Im g = {0}.

Sachant ker f Nker g C ker(f + g),ona

dimker f + dimker g — dim(ker f + ker g) < dimker(f + g).

Par la formule du rang, on obtient alors dim E +rg(f + g) < rg f +rg g + dim(ker f + ker g)
et donc dim(ker f + kerg) > dim E. Ainsi ker f + kerg = E

(<= ) Supposons Im f NImg = {0} etker f + kerg = E.

Montrons Im(f + g) =Im f + Im g.

OnsaitdéjaIm(f + g) CIm f + Img.

Inversement, soit x € Im f + Im g.

Il existe a, b € E tels que x = f(a) + g(b).

Puisque E = ker f + ker g, on peut écrire a = u + v avec u € ker f et v € ker g. On a alors
fa) = f).

De méme, on peut écrire g(b) = g(w) avec w € ker f.

On aalors x = f(v) + gw) = (f + @)(v + w) car f(w) = 0et g(v) =0. Ainsi x € Im(f + g).
Finalement Im(f + g) = Im f + Im g.

Par suite rg(f + g) =rg f +rgg —dim(Im f NImg) =rg f +rgg.

Exercice 61 : [énoncé]

(a) Im(fog) cImfdoncrg(fog) <rgf.
Im(fog)=f(Img) =Im flimg.
Puisque la dimension d’une image est toujours inférieure a la dimension de I’espace
de départrg(f o g) <dimImg =rgg.

(b) rg(f o g) = dim f(Img).
Par le théoreme du rang appliqué a I’application linéaire fiim g,
dim f(Im g) + dimKker fjm = dimIm g donc rg(f o g) = rg g — dimker fim,.
Or ker fim, C ker f donc dimKker fin < dim E — g f puis
rg(fog)>rgf+rgg—dimE.

Exercice 62 : [énoncé]

(a) Commencons par observer Im(g o ) C Img.
(<= ) Supposons E =Im f + ker g.
Soity € Im g, il existe x € E tel que y = g(x) et on peut écrire x = a + b avec
aelmfethbekerg.
On aalorsy = g(x) = g(a) + g(b) = g(a) e Im(g o f) cara € Im f.
Ainsi Im g € Im(g o f) et donc Im g = Im(g o f). Par suite rg(g o f) =rgg.
(=) Supposons rg(go f) =rgg.
Par inclusion et égalité des dimensions, on a Im g = Im(g o f).
Soit x € E ety = g(x). Puisque y € Im g = Im(g o f), il existe a € E tel que
y = (g o f)a). Posons alors b = x — f(a). Onax = f(a)+ b, f(a)eIm fetb ckerg
car g(b) = g(x) — g(f(a@)) =y — (g o f)a) = 0.
Ainsi E c Im f + ker g puis E = Im f + ker g.
(b) (<= ) Supposons Im f N ker g = {0}.
Soit (ey, . ..,ep,) une base de Im f avec p =g f.
Onalm f = Vect(ey,...,e,) donc Im(g o f) = Vect(g(ey),...
Supposons A;g(ey) + -+ -+ Apg(ep) = 0.
Onag(die; +---+ dey) = 0 donc Aje; +--- + Ae, € kerg. Or
Aiey + -+ + de, € Im f donc Ajeq + - -+ + de, = 0 puisque Im f Nker g = {0}.
Puisque la famille (ey, ..., e,) est libre, on obtient 4; = ... = 4, = 0.

,8(ep)).
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Ainsi la famille (g(ey), ..., g(e,)) est libre et c’est donc une base de Im(g o f).

On en déduitrg(go f) =p =18 f.

(=) Par contraposée, supposons Im f N ker g # {0}.

Soit e; € Im f N ker g un vecteur non nul.

La famille (e;) est libre, on peut donc la compléter en une base (ey, ..., e,) de Im f.
On alm f = Vect(ey,...,e,) donc Im(g o f) = Vect(g(er), ..., glep)).

Or g(e;) = 0 donc Im(g o f) = Vect(g(ey),...,g(ey)) puisrg(go ) < p—-1<p.
Ainsirg(go f) #rg f.

Exercice 63 : [énoncé]

(1) = (i) : o0k

(i) = (iii) Supposons E = Im f + ker f.

L’inclusion Im f? ¢ Im f est vraie indépendamment de I’hypothese.

Vy eIm f, dx € E tel que y = f(x). Or on peut écrire x = u + v avec u € Im f et v € ker f.

Puisque u € Im f, on peut écrire u = f(a) avec a € E. On a alors

y = f(f(a) +v) = fX(a) + f(v) = f*(a) € Im f2. Ainsi Im f € Im f? puis 1’égalité.
(iii) = (iv) Supposons Im f2 = Im f.

Par le théoréme du rang : dim E = rg f + dimker f = rg f? + dimker £ donc

dimker f = dimker f2.

De plus I'inclusion ker f C ker f? est toujours vraie.

Par inclusion et égalité des dimensions : ker f = ker f2.

(iv) = (i) Supposons ker f = ker f2.

Soit y € Im f N ker f. On peut écrire y = f(x) avec x € E. Or f(y) = 0 donc f%(x) = 0.
Ainsi x € ker f? = ker f et par suite y = f(x) = 0. Finalement Im f Nker f = {0}.

De plus, par le théoreme du rang dim £ = dim Im f + dim ker f donc Im f et ker f sont
supplémentaires dans E.

Exercice 64 : [énoncé]
go f =0donne Im f C ker g donc rg(f) < dimker g = dim E — rg(g). Par suite
rg(f) +rg(g) < dimE.

f +ghbijectifdonneIm f+ g =E.OrImf+ g CIm f + Img d’ou dim E < rg(f) + rg(g).

Exercice 65 : [énoncé]

(=) Siker f = Im f alors > = 0 car Im f C ker f.

De plus, par le théoréme du rang : dim E = rg f + dimker f = 2rg f car
dimker f = dimIm f.

(&) Sif?>=0etn =2rg(f) alors d’une part Im f C ker f et d’autre part, par le
théoreme du rang :

2rg f =g f + dimker f donc dimIm f = dimker f. Par inclusion et égalité des
dimensions Im f = ker f.

Exercice 66 : [énoncé]
Puisque #® = 0, on a Im u? C ker u et donc

rgu® < dimkeru

Or par la formule du rang
rgu +dimkeru = dim E

donc
rgu+rgu’ < dimE

Exercice 67 : [énoncé]
On a

f=foldg=f>+fog
Montrons f o g = 0 en observant Im g C ker f.
Pour cela montrons Im g = ker f en observant

rgg =dimker fet ker f CcImg

Puisque rg f + rg g = dim E et puisque par la formule du rang, rg f + dimker f = dim E,
on peut affirmer rg g = dimker f.

D’autre part, pour x € ker f, ona x = f(x) + g(x) = g(x) donc x € Im g. Ainsi

ker f c Img.

Par inclusion et égalité des dimension ker f = Im g puis f o g = 0 donc f? = f.

Ainsi, f est un projecteur et g = Idg —f est son projecteur complémentaire.

Exercice 68 : [énoncé]
Ona
K'=Im(u+v) CImu +Imv

donc rg(u) + rg(v) > npuisrgu +rgv=n

Si x € keru alors x = u(x) + v(x) = v(x) donc x € Imv. Par les dimensions, on conclut

keru = Imv et de méme ker v = Im u. Par suite u o v = v o u = 0 et donc aisément u> = u
2

ety =w.

Exercice 69 : [énoncé]

(@) VyelIm P+ A¥ e E, § = fr*U(¥) = fP(f(¥)) € Im f? donc I, C I,
Vi € ker fP, ona fP(X) = 3 donc fP*(#) = f(3) = & puis ¥ € ker fP*!. Ainsi
Np - Np+1.
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(b)

()

(d)

La suite dim /,, est une suite décroissante d’entiers naturels donc il existe s € N tel
que dim /; = dim I, . Par inclusion et égalité des dimensions, on a alors Iy = Iy,
De plus, par le théoréme du rang :

dim Ny, = dimE — dim Iy = dim E — dim I, = dim Ny,;.

Par inclusion et égalité des dimensions, on a alors Ny = Ny, .

Montrons par récurrence sur s > r que Iy = I,.

La propriété est vraie au rang r.

Supposons la propriété vraie au rang s.

On sait déja que I,y C I;.

vy eI, AX € E tel que y = f() = f*7(f(2).

Or f"(X) € I, = I, donc il € E tel que f"(X) = f™*'(il) et alors j = f**1(il) € I,.
Ainsi I, = I, puis, par hypothese de récurrence : ;) = I,.

Par le théoreme du rang : dim N, + dim /, = dim E' = dim N, + dim /; donc par
inclusion et égalité des dimensions : Vs > r, Ny = N,.

Soit ¥ I, N N,. ll existe if € E tel que ¥ = f"(il) et on a f"(X) = G.

Par suite i € Ny, or Np, = N, donc ¥ = f"(if) = 8. Par suite I, N N, = {3}.

De plus, par le théoréme du rang : dim 7, + dim N, = dim E donc I, et N, sont
supplémentaires dans E.

Exercice 70 : [énoncé]

()

(b)

Pour tout y € Im fP*!, il existe x € E tel que y = f7*!(x) = fP(f(x)) € Im f? donc
Ip+1 C ]p'

Pour tout x € ker f7, on a f7(x) = 0 donc f”*'(x) = f(0) = 0 puis x € ker f**!. Ainsi
N[; C N[H_].

La suite (dim /,,) est une suite décroissante d’entiers naturels donc il existe un rang

s € N a partir duquel cette suite est stationnaire. De plus, par le théoréme du rang les
suites (dim /) et (dim N,) sont simultanément stationnaires. Par inclusion et égalité
des dimensions, les suites (/,,) et (V) sont simultanément stationnaires.

Soitx eI, NN,.llexisteu € Etel que x = f"(u)etona f"(x) = 0.

Par suite u € N, or N, = N, donc x = f"(u) = 0. Par suite I, N N, = {0}. De plus,
par le théoréme du rang : dim /, + dim N, = dim E donc I, et N, sont supplémentaires
dans E.

Exercice 71 : [énoncé]

(a)

Si X € kerh alors X € kerg o f et si X € ker f alors ¥ € ker g o f donc

kerh +ker f Cckergo f.

Inversement, soit X € ker g o f. On peut écrire X = ii + V avec i € H et V € ker f.
(g o £)(®@) = 0 donc h(id) = (g o f)(i#) = 0 d’on ¥ € ker  + ker f.

(b) f réalise une bijection de H vers Im f donc rg(h) = rg(glim r
rg(ghm r) + dimker gl r= dimIm f donc

rg(h) = rg(f) — dimker gl r> rg(f) — dimker g.
(c) dimkergo f < dimker/ + dimker f.
dimker 4 = dim H —rg(h) < rg(f) — (rg f — dimker g) < dimker g

puis I’inégalité voulue.

Exercice 72 : [énoncé]
Pour ¢, y applications linéaires composables

rg(y o ) = dimIm ), = rg ¢ — dim (Im ¢ N ker ¢)

Ainsi
1g(hogo f) =rg(g o f) — dim (Im(g o f) N ker /)
et
rg(ho g) =rgg — dim (Im g N ker h)
Puisque
Im(go f)cImg
ona

dim (Im(g o ) Nker h) < dim (Im g N ker i)

ce qui fournit I’'inégalité demandée.

Exercice 73 : [énoncé]

La deuxieme inégalité est bien connue et provient de Im(u o v) C Im u qui donne

rg(u ov) < rguetde Im(u o v) = u(v(E)) = Imuyg) qui donne rg(u) < rgv car le rang
d’une application linéaire est inférieure a la dimension de 1’espace de départ.
Montrons maintenant la premiere inégalité.

Comme déja écrit Im(u o v) = Im u,g) donc par la formule du rang

rg(u ov) = dimv(E) — dimker u )
Or ker u gy C ker u donc

rg(uov) >rgv—dimkeru =rgu+rgv—-dimF
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Exercice 74 : [énoncé]
Par le théoreme du rang,

dim (ker(g o f)) = dim E —rg(g o f)
Or
1g(g o f) = dim g(f(E)) = rg &)
Par le théoreme du rang,
rg gy = dim f(E) — dim (ker g 7s))

Or ker g17) C ker g donc

rg(g17) = dim f(E) - dim (ker g)
Enfin, par le théoréme du rang,
dim f(E) = rg f = dim E — dim (ker f)

Au final,
dim (ker(g o f)) < dim (ker f) + dim (ker g)

Exercice 75 : [énoncé]

Considérons f)r restriction de f au départ de F et a I’arrivée dans E.

ker fir = ker f N F etrg fir < rg f. L’application du théoréme du rang f;r permet alors
de conclure.

Exercice 76 : [énoncé]
La formule du rang du rang donne

dim E; = dim Im u; + dim ker u;

donc, sachant dim Im u;, = dim ker u;,; on obtient :

Z (~D* dim E; = Z (=) dim ker uy, + Z (—1)* dimker u; = —dimkeru; = 0
k=1 k=2 k=1

car Imu, = {0} et keru; = Imugy = {0}.

Exercice 77 : [énoncé]
Soient k, ¢ € N. Considérons le sous-espace vectoriel

F = ker uf*!
et introduisons 1’application linéaire restreinte v: F' — E définie par
Vx € F,v(x) = u’(x)

On vérifie aisément
kerv C keru® et Imv C keru*

La formule du rang appliquée a v donne
dim (ker uk”’) =rgv+dimkerv

ce qui donne
dim (ker uk”’) < dim (ker uk) + dim (ker uf)

Exercice 78 : [énoncé]
(a) kerh c ker f donc dimker 2 < dimker f.
En appliquant la formule du rang a f et a & on obtient
dimker f =n—rgfet dimkerh =rgg—rgh
On en déduit
rgf+rgg—n<rgh
Or Im(f o g) = Im & donc rg(f o g) = rg h et on peut conclure.

(b) Un endomorphisme f vérifie f2 = 0 si, et seulement si, Im f C ker f ce qui entraine,
en dimension 3, rg f = 1.
Si I’endomorphisme f n’est pas nul, en choisissant x € E tel que x ¢ ker f eten
complétant le vecteur f(x) € ker f, en une base (f(x),y) de ker f, on obtient que la
matrice de f dans la base (x, f(x),y) est

000
1 00
0 0 0
Inversement, un endomorphisme f représenté par une telle matrice vérifie f> = 0.

Exercice 79 : [énoncé]

Diffusion autorisée 2 titre entierement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome. fr] édité le 24 septembre 2016

Corrections 29

(@) rg(f?) =reg(f) = Im f? = Im f car on sait Im f% C Im f.
Par le théoréme du rang ker f? = ker f car on sait ker f C ker f2.

(b) Soit x € ker f N Im f.
On peut écrire x = f(a). Comme f(x) = 0, on a a € ker f = ker f donc x = 0.
Par le théoréme du rang, on conclut.

Exercice 80 : [énoncé]

(@) rg(f?) =reg(f) = Im f? = Im f car on sait Im f% C Im f.
Par le théoréme du rang ker f? = ker f car on sait ker f C ker f2.

(b) Soit x € ker f N Im f.
On peut écrire x = f(a). Comme f(x) = 0, on a a € ker f2 = ker f donc x = 0.
Par le théoreme du rang, on conclut.

Exercice 81 : [énoncé]
On a

dim(ImuNImv) =rgu +rgv—dim(Imu+Imv) =rgu +rgv—dimE
et
dim (ker u N ker v) = dim ker u+dim ker v—dim (ker u + ker v) = dim ker u+dim ker v—dim E

donc en sommant
dim (Imu N Imv) + dim (keru Nkerv) =0

car en vertu du théoreme du rang
dimE =rgu + dimkeru = rgv + dimkerv

Par suite
dim (Imu N Imv) = dim (keru Nkerv) =0

et donc
ImunImv=kerunkerv={0g}

Les espaces Im u et Im v sont supplémentaires dans E. De mé&me pour ker u et ker v.

Exercice 82 : [énoncé]
D’une part
rgf+rgg—dimIlmfNImg =dimE
et d’autre part
dimker f + dimker g — dimker f Nkerg = dim E

En sommant et en exploitant la formule du rang
dimIm f NImg + dimker f Nkerg <0

donc Im f N Im g = ker f N ker g = {0}.

Exercice 83 : [énoncé]

Soit x € ker(f — Idg) N Im(f — Idg).

On a f(x) = x et on peut écrire x = (f — Idg)(a) = f(a) —a.

[0 = fA@) - fla), (x) = (@) ~ f*(a) = a~ f*(a) puis x + f(x) + f>(x) = 0.
Or x + f(x) + f>(x) = 3x donc x = 0.

Soit x € E.

Analyse : Supposons x = u + v avec u € ker(f — Idg) et v e Im(f — Idg).
On peut écrire v = f(a) — a.

Ainsi x = u + f(a) — a, f(x) = u + f2(a) — f(a), f2(x) = u+a— f(a).
Donc u = 5(x + f(x) + f2(x)).

Synthese : Posons u = §(x + f(x) + f*(x)) et v = x — u.

Ona f(u) = ucar f3(x) = xet

I SON  E SRS VNI I PRGN
v=3X 3f()C) 3f(X)—3x 3f(x) 3f(x)+3f(x)
donc
v=(f-1dg) (—%x + %fz(x)) € Im(f — Idg)

Finalement ker(f — Idg) & Im(f — Idg) = E.

Exercice 84 : [énoncé]
(a) Sixekerf alors g(x) = (fogo f)(x)=0donc x € ker g. Par symétrie
ker f = ker g.
SiyelImfalorsilexistea € Etelquey = f(a) = (go f o g)(a) donc y € Img. Par

symétrie
Imf=Img
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(b) Soit x € F N G. 1l existe a € E tel que x = g(a) or
fla)=(go fog)a)=(go f)x)=g0)=0

Ainsi a € ker f = kerg d’ou x = g(a) = 0.
Soit x € E.
Analyse :
Supposons x =u+vavecu € F=kerfetv=g(a) € G=Img.
On a
f(x) = (fog)a)
donc
(g0 NHx) = fla)

Synthese :
Puisque (g o f)(x) € Img = Im f, il existe a € E tel que

(8o Hx) = fla)

Posons alors v = g(a) et u = x — v. On a immédiatement v € Img et x = u + v.

On a aussi u € ker f car

J@) = f(x) - f(v) € Im f

et
g(f(u)) = (g0 f)x) = (go fog)a) = (g0 fHx) - fla)=0
Ainsi
fw) ekergNlIm f
puis

@) =0

Exercice 85 : [énoncé]
Soit x € ker f N Im g. On peut écrire x = g(a) avec a € E.
On a alors

f(g(a) =0
puis
x=g(a)=(gofog)a)=g0)=0
Soit x € E. On peut écrire x = a + b avec

a=x-g(f(x)eth=_g(f(x)

On vérifie immédiatement b € Im g et on obtient a € ker f par

fla) = f(x) = f(g(f(x) =0

Exercice 86 : [énoncé]

(a) Soit x € Im f Nkerg.
Il existe a € E tel que x = f(a) donc

x=fl@=(fogof)a)=(fog)x)=0

Soit x € E.
Analyse :
Supposons x = u +vavecu = f(a) € Im fetvekerg.
g(x) = g o f(a) done (f 0 g)(x) = f(a) = u.
Synthese :
Posonsu = (fog)(x)etv=x—u.
Onauelmf,x=u+vetg(v)=gx) —gu)=01ie vekerg.
(b) Ona f(Img) C Im f et Vy € Im f on peut écrire y = f(x) avec x = g(a) + u et
u € ker f.
On aalors y = f(g(a)) € f(Img).

Exercice 87 : [énoncé]
(@) fi= fioldg = fio X, fj = fi o fi donc f; est une projection vectorielle.

(b) Supposons .7, x; = Og avec x; € Im f;.
En appliquant f;, on obtient f;(x;) = x; = Og car fi(x;) = Og.
Les espaces Im f; sont donc en somme directe.
Soit x € E, on peut écrire

x = Idg(x) = iﬁ(x) € Z Im f;
i=1

i=1

On peut alors conclure
n
691 Imf,=E
i=

Exercice 88 : [énoncé]
Puisque p; + -+ + p;, = Idg, on a pour tout x € E,

m
X= P+t pu(x) € Y Fi
k=1

Ainsi
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De plus

m
dimE =trldg = Ztrpk
k=1
Or les py sont des projecteurs, donc tr p; = rg py = dim Fy.
Ainsi
m
dimE = Z dim F},
k=1

On peut alors conclure E = ;" | Fy puis E = g Fy.
k=1

Exercice 89 : [énoncé]

Supposons que w est un isomorphisme.

Puisque I’application w = v o u est injective, 1’application u est injective.

Puisque I’application w = v o u est surjective, 1’application v est surjective.

Soit y € Imu N kerv. Il existe x € E tel que y = u(x) et on a v(y) = 0 donc w(x) = 0. Or
kerw = {0} donc x = O puis y = Op. Ainsi

Imunkerv ={0f}

Soity € F, v(y) € G et donc il existe x € E tel que w(x) = v(y).
Posons alors a = u(x) etb =y —a.
On a immédiatementy = a + b eta € Imu.
De plus v(b) = v(y) — v(a) = v(y) — w(x) = 0 donc b € kerv.
Ainsi

Imudkerv=F

Inversement, supposons u injective, v surjective et Im u et ker v supplémentaires dans F.
Soit x € kerw. On a v(u(x)) = 0 donc u(x) € kerv. Or u(x) € Imu donc u(x) = Or car
Imu Nkerv = {Of}. Puisque u est injective, x = Og et ainsi kerw = {Og}.

Soitz € G. Il existe y € F tel que z = v(y) car v est surjective. On peut écrire y = u(a) + b
aveca € Eetb e kervcar Imu + kerv = F. On a alors z = v(u(a)) = w(a) et donc
Imw=G.

Finalement G est un isomorphisme.

Exercice 90 : [énoncé]
Si un tel endomorphisme f existe alors

dim E = rg(f) + dimkerf = 2rg(f)

donc n est pair.

Inversement si n est pair, n = 2p avec p € N
Si p = 0, I’endomorphisme nul convient.
Sip>0,soite = (ey,...,ezp) une base de E et f € L(E) défini par :

fle1) =0g, ..., f(ep) =0, flepr1) = e1,..., flexp) = €p

Pour cet endomorphisme, il est clair que Vect(ey,...,e,) CIm f et

Vect(ey,...,e,) Cker f.

Par suite dim Im f, dimker f > p et par le théoréme du rang dim Im f, dimker f = p.
Par inclusion et égalité des dimensions

Im f = Vect(ey,...,e,) = ker f

Exercice 91 : [énoncé]

Posons ¢y = (1,0,0), e =(1,1,0) et ez = (1,1, 1).

Il est immédiat d’observer que (e, >, e3) est une base de E.

Une application linéaire est entierement caractérisée par I’'image des vecteurs d’une base,
par suite f existe et est unique.

(x,5,2) = (x —y)er + (y — 2)ea + ze3 donc

fy,2) = (x—y)fler) + (v —2)f(ex) + zf(e3) = (v, x =y +2).

ker f = Vectu avec u = (1,0, —1).

Par le théoréme du rang dim Im f = 2 et donc Im f = R.

Exercice 92 : [énoncé]

(a) Cc L(E),0€eC.
Soient L,y e Ketg,h € C.Ona

fo(lg+uh)=A(fog)+u(foh)=Ago f)+utho f)=(g+uh)o f

donc Ag + uh € C.
(b) Soit g = apldg +aif + -+ + a1 .
Onagof=agf+af*+---+a,1f"=fogdoncgeC.
Ainsi
{aOIdE+alf+~~-+a,,_1f"’1 | dg, . .., an1 EK} ccC
Inversement, soit g € C.
Puisque (xo, f(xp), ..., "' (x0)) est une base de E, il existe ag, ay, ..., a,-; € K tels
que : g(xo) = agxg + ay f(xo) + - - - + ap_1 "' (xp). Introduisons
h= ap IdE +(11f + e+ an_lf”_l.
g, h € Cetg(xy) = h(xg) donc

8(f(xo)) = f(g(x0)) = f(h(x0)) = h(f(x0))
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et de maniere plus générale

g(f*(x0)) = fA(g(x0)) = fX(h(x0)) = h(f*(x0))

Ainsi g et h prennent mémes valeurs sur la base (xo, f(xg),. .., f”’l(xo)) donc g = h.

Ainsi
Cc {an_lf”_' + -0+ a1f+aOIdE | ag,...,a,-1 € K}
puis I’égalité.
(¢) On aC = Vect(Idg, f, fz, ... ,f”’l).
De plus siapldg +a; f +--- + an,lf"‘1 = 0 alors en évaluant en x

apxo + a1 f(xo) + -+ + an1 " (x) = 0

or la famille (xg, f(xo), ..., f '(xo)) est libre donc ag = a; = --- = a,_; = 0.

La famille (Idg, f, f2, e f”’l) est une famille libre et génératrice de C, c’est donc
une base de C.

Par suite dimC = n.

Exercice 93 : [énoncé]

(@) C(f) c LE),0 e
Soient A, u € Ketg,h € C(f). On a

fo(lg+uh)y=A(fog)+u(foh)y=Ago f)+utho f)=(g+uh)o f

donc Ag + uh € C(f).
(b) Supposons
Aoa + 4 f(@) + -+ Ay f77H (@) = Op

En appliquant f"~! a cette relation, on obtient Ay f"~!(a) = O et donc Ay = O car
" Ya) # Og.

En répétant I’opération, on obtient successivement la nullité de chaque A;.

La famille (a, f(a),..., f*"'(a)) est alors libre puis base de E car constituée de
n = dim E vecteurs de E.

(c) Lapplication ¢, est linéaire car
Ca(Af +pg) = Af(a) + ug(a) = Apa(f) + pea(g)
Si ¢,(g) = Og alors g(a) = O puis g(f(a)) = f(g(a)) = O, etc. Lapplication g est

alors nulle sur une base et c’est donc 1’application nulle. Ainsi ¢, est injective.
Soit b € E. Considérons 1’application linéaire g définie par

g(@) = b, g(f(@) = f(b),....g(f" (@) = " V(b)

L application linéaire g est entierement définie par I’'image d’une base et 1’on vérifie
g o f = f o g sur chaque vecteur de cette base. Ainsi g € C(f) et I’on vérifie
wa(g) = b. Ainsi ¢, est surjective.

(d) Par I'isomorphisme dim C(f) = n.
11 est immédiat de vérifier Vect(Id, £, ..., f"~") € C(f) ainsi que la liberté de la
famille (Id, f,..., /).
Par inclusion et égalité des dimensions, on conclut C(f) = Vect(Id, f, ..., f”‘l).

Exercice 94 : [énoncé]

Par le théoréme du rang, la condition dim F + dim G = dim E est nécessaire.
Montrons qu’elle est aussi suffisante.

Soit H un supplémentaire de G dans E. OnadimH = dim F = p

Soient (g1, ..., &,) une base de E telle que (g, ..., &,) soit base de H et (gp41,...,&n)
base de G.
Soit (ey, . ..,e,) une base de F.

Une application linéaire est caractérisée par I’'image d’une base.
Soit u: E — E I’application linéaire définie par

Vi<i<pulg)=eetV¥p+1<i<nu(g)=0

Par construction, il est clair que F € Imu et G C ker u.
Par le théoréme du rang et la relation dim F + dim G = dim E, on obtient dim F = rgu et
dim G = dim ker u. Par inclusions et égalités des dimensions :

F=ImuetG =keru

Exercice 95 : [énoncé]

Puisque Im f>2 cIm f c R% ona3 <rgf <6.

Sirg f = 6 alors f est un isomorphisme, donc f2 aussi et rg f> = 6. Contradiction.
Sirg f = 5 alors dimker f = 1. Considérons g = fjim s. Par le théoréme du rang
dimkerg = 5 —rgg. OrImg C Im f? donc rg g < 3 et par suite dimker g > 2. Or
ker g  ker f donc dimker f > 2. Contradiction.

rg f = 3 etrg f = 4 sont possibles en considérant :

100000 (100O0GO0O0
010000 [010000
001000 001000
000000000000
000000 (0007100
000000 0O0O0OOOO
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Exercice 96 : [énoncé]

ker ¢ est un hyperplan de E et Vectu une droite car u # Og puisque u ¢ ker ¢.

ker ¢ + Vect(u) est un sous-espace vectoriel de E contenant ker ¢, donc de dimension
n—1oun.

Si dim ker ¢ + Vect(u) = n — 1 alors par inclusion et égalité des dimensions

ker ¢ + Vect(u) = ker ¢

Or u € ker ¢ + Vect(u) et u ¢ ker ¢. Ce cas est donc exclu.
Il reste dim ker ¢ + Vect(u) = n i.e.

ker ¢ + Vect(u) = E
Comme de plus
dimkerp + dimVect(u) =n—1+1=n=dimE

on peut affirmer que la somme est directe et donc ker ¢ et Vect(u) sont supplémentaires
dans E.

Exercice 97 : [énoncé]

Soit ¢ une forme linéaire ne s’annulant pas sur x. Celle-ci n’est pas combinaison linéaire
de la famille (fi, ..., f,). Cette famille n’est donc pas génératrice et par suite elle est liée
car formée de n = dim E* éléments de E*.

Exercice 98 : [énoncé]
Si f = 0 la propriété est immédiate.
Sinon f? = 0 donne Im f C ker f et en vertu du théoréme du rang, dimIm f = 1.
Soit a un vecteur directeur de la droite Im f. Pour tout x € R3, il existe un unique @ € R
tel que f(x) = a.a. Posons ¢(x) = a ce qui définit ¢: R* — R.
Les identités
JAx + py) = o(Ax + py)a

et
SQx + py) = Af () + puf(v) = (Ap(x) + pe(y))a
avec a # Og donnent la linéarité

@(Ax + py) = Ap(x) + up(y)

L application ¢ est donc une forme linéaire sur R3.

Exercice 99 : [énoncé]
Posons ¢, : R,[X] — R la forme linéaire définie par

or(P) = P(ay)

Supposons
Adogo + -+ + Aupn = 0

Pour tout polynéme P € R,[X], on a
AoP(ag) +--- + A, P(a,) =0
Considérons le polyndme d’interpolation de Lagrange

X—a;
Ly = !
i P

j#k

défini de sorte que
Ly e Ry[X] et Li(a;) = 0

En prenant P = Ly, on obtient 4; = 0.

La famille (¢, . . ., ¢,) est libre et puisque formée de n + 1 = dim (R,[X])" éléments de
R,[XD*, c’est une base de (R,[X])*.

Puisque

1
¢ P.—>f P()dt
0

est une forme linéaire sur R, [X], on peut affirmer qu’il existe (4, ..., 4,) € R+ unique

vérifiant
© = Aowo + -+ + Aupn

Exercice 100 : [énoncé]
11 est clair que les application F; sont éléments de (R,[X])* espace de dimension n + 1.

Pour conclure, il suffit d’observer la liberté de la famille (Fy, ..., F},).
Supposons ApFoy + -+ + 4, F, =0.
En appliquant cette égalité aux polyndémes 1,2X, ..., (rn + 1)X" on obtient les équations

formant le systéme linéaire :

Adoag + + -+ A,a, =0
/loa3+---+/lna%=0

ﬂoag” o+ 2,d N =0
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Par un déterminant de Vandermonde, ce systeme est de Cramer ce qui entraine
d=...=4,=0

La famille est alors libre et constituée du bon nombre de vecteurs pour former une base de
R [XD"

Exercice 101 : [énoncé]

Soient x,y € E tels que x # y.

Le vecteur x — y est non nul, il peut donc &tre complété pour former une base de E. La
forme linéaire correspondant a la premiere application composante dans cette base est
alors solution du probleme posé.

Exercice 102 : [énoncé]

Si ker f = ker g alors le résultat est immédiat.

Sinon, pour des raisons de dimension, ker f ¢ ker g et ker g ¢ ker f.

La somme d’un vecteur de ker f qui ne soit pas dans ker g et d’un vecteur de ker g qui ne
soit pas dans ker f est solution.

Exercice 103 : [énoncé]

Soit ¢ une forme linéaire ne s’annulant pas sur x. Celle-ci n’est pas combinaison linéaire
des (fi,..., fn)-

Cette famille n’est donc pas génératrice et par suite elle est liée car formée de n = dim E*
éléments de E*.

Exercice 104 : [énoncé]

Pour f € E* et g € F*, posons f ® g I’application définie sur E X F par

(f ® @)(x,y) = f(x) + g(»). I est facile d’observer f ® g € (E X F)*. Considérons

w: E* X F* — (E X F)* définie par ¢(f,g) = f ® g.

L application ¢ est linéaire.

Si ¢(f, g) = 0 alors pour tout (x,y) € EX F, f(x)+g(y) =0.

Pour y = 0, on peut affirmer f = 0 et pour x = 0, on affirme g = 0. Ainsi (f, g) = (0,0) et
donc ¢ est injective.

Soit h € (E X F)*. Posons f: x — h(x,0), g: y  h(y,0). On vérifie aisément f € E*,
ge Freto(f,g) = hcarh(x,y) = h(x,0) + h(0,y).

Exercice 105 : [énoncé]

(a) Siuetvs’annulent sur G, il en est de méme pour Au + uv.

(b) Soit H un supplémentaire de G dans E. L’application ¢: u + u;y définie un
isomorphisme entre A et L(H, F'). En effet la connaissance d’une application linéaire
sur deux espaces supplémentaires la caractérise entierement, ici )¢ = 0 et donc u,5
détermine u. Par suite dimA = (dim E — dim G) X dim F.

Exercice 106 : [énoncé]
Posons F ={g € L(E) | f o g = 0}. Soit g € L(E). On a clairement
g€ F < Img cker f. Par conséquent F' = L(E,ker f) d’ou la dimension.

Exercice 107 : [énoncé]

(a) Sif,ge L(E,F)s’annulent sur W, il en est de méme de Af + ug ...
(b) Soit V un supplémentaire de W dans E. L’application

®: A — L(V,F)

qui a f € A associe sa restriction au départ de V est un isomorphisme car une
application linéaire est entierement déterminée par ses restrictions linéaires sur deux
espaces supplémentaires.

On en déduit

dim A = dim £(V, F) = (dim E — dim W) x dim F

Exercice 108 : [énoncé]

(a) Af et Bp sont des parties de L(E) contenant I’endomorphisme nul.
Im(Af) C Im f avec égalité si A # O et Im(f + g) C Im f + Im g donc Ay est un
sous-espace vectoriel de L(E).
Aussi ker f C ker(Af) et ker f Nker g C ker(f + g) donc Br est un sous-espace
vectoriel de L(E).
Ap s’identifie avec L(E, F) donc

dimAr =np

En introduisant G un supplémentaire de F dans E, By est isomorphe a £(G, E) et
donc

dim Br = n(n — p)
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(b) ¢ est linéaire en vertu de la linéarité du produit de composition.
fekerp & Imf ckeru

donc ker ¢ = By, r puis
dimker ¢ = n(n — rgu)

(c) Sivelmgyalorsil existe f € L(E)telque v =uo f etdonc Imv C Imu.

Inversement si Im v C Im u alors en introduisant (e, .. ., e,) une base de E, pour tout

i, il existe f; € E tel que v(e;) = u(f;). Considérons alors I’endomorphisme f
déterminé par f(e;) = f;. On vérifie v = u o f car ces deux applications prennent
mémes valeurs sur une base. Im ¢ = Ay, donc

g =nrgu

Exercice 109 : [énoncé]

Notons A = {g € L(E,F) | fogo f =0} = {g € LI, F) | Im(gymy) C ker f}
Soit G un supplémentaire de Im f dans E.

Un élément de A est entierement déterminée par :

- sa restriction de Im f a valeurs dans ker f et

- sa restriction de G a valeurs dans F.

Par suite A est isomorphe a L(Im f, ker f) X L(G, F).

Il en découle dim A = dim E dim F — (rg f)°.

Exercice 110 : [énoncé]

(a) P(X+ 1) et P(X) sont de polyndmes de mémes degré et de coefficients dominants
égaux donc
deg P(X + 1) — P(X) < deg P

a moins que P = 0. Par suite

VP € K,+1[X], A(P) € K, [X]

(b) Ona

PekerA & PX+1)-PX)=0
En écrivant
PekerA & PX+1)=PX) = ap+tai(X+1)+--+a,(X+1)" = ag+a; X+ - -+a, X"

En développant et en identifiant les coefficients, on obtient successivement,
a,=0,...,a; =0etdonc ker A = Ky[X].

(c) Par la formule du rang

rgA =dimK,;;[X] —dimkerA=n+2-1=n+1=dimK,[X]

donc A est surjectif.

Exercice 111 : [énoncé]

(a) Onremarque que si deg P < m alors deg A(P) <m — 1.

On en déduit ImA c R,_;[X], ImA? € R, _[X],...puis A™*! = 0.

(b) Introduisons I’endomorphisme 7: P(X) — P(X + 1).

OnaA =T —1d et par la formule du bindme de Newton(7 et Id commutent),

n+l n+1
-1 n+l1-k Tk:O
;< ) ( i )

Ainsi pour
n+1
a = (—1>k( N )
on a
n+l
VP e R,[X], Z aPX+k) =0
k=0

Soient A, u € Ket P,Q € K41 [X].
A(AP+uQ) = (AP+puQ)(X+1)—(AP+uQ)(X) = APX+1)—-P(X)+u(Q(X+1)-0(X))

donc
AP + uQ) = AA(P) + uA(Q)

Exercice 112 : [énoncé]

(a) A est clairement linéaire.
Soit P € C[X] non nul et n = deg P. On peut écrire P = ap + a; X + - - - + a, X" avec
a, # 0.
A(P) = a) A(X) + - - + a,A(X") or deg A(X), ..., deg AXX" ) <n—1et
deg A(X") =n—1doncdegA(P) =n—1.
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(b) Si P est constant alors A(P) = 0 et sinon A(P) # 0 donc ker A = Cy[X].
Soit P € C,[X]. La restriction A de A au départ C,,[X] et a ’arrivée dans C,[X] est
bien définie, de noyau de dimension 1 et en vertu du théoréme du rang surjective. 11
s’ensuit que A est surjective.

(¢) Notons T € L(C[X]) défini par T(P) = P(X + 1).

A =T —1Idonc .
A= (_1)"’<(”)T’<
=0 k
avec TX(P) = P(X + k) donc
A'(P) = (=1)" Z (—1)k(Z)P(X + k)
=0

(d) SidegP < nalors A*(P) =0 donc

n

VIR _
Z(k)( 1Pk = 0

k=0

Exercice 113 : [énoncé]

(a) Si P e K,[X] alors ¢(P) € K,[X].
Sideg P =n+ 1 alors (n + 1)P et XP’ ont méme degré(n + 1) et méme coeflicient
dominant donc deg(n + 1)P — XP' <n+ 1 puis (n + 1)P — XP' € K,[X].
Finalement VP € K, [X], ¢(P) € K,[X] et donc I’application ¢ est bien définie.
Pour A,u e Kettout P, Q € K4 [X]:
@(AP+pQ) = (n+ 1)(AP+pQ) - X(AP+pQ) = A((n+ DP-XP)+u((n+1)Q-XQ)
et donc @(AP + uQ) = Ap(P) + ue(Q).

(b) Soit P = Z}Z;'(l, X e Ky [X]. o(P) =0 & Vke{0,1,...,n+1},
(n+ Day = kay.
Ainsi P ekerg = Vke{0,1...,n},a; = 0. Par suite ker ¢ = Vect(X"*").

(c) Par le théoreme du rang rg(¢) = dim K, [X] — dimkerp =n+ 2 — 1 = dim K, [X]
donc ¢ est surjective.

Exercice 114 : [énoncé]

(a) @ estlinaire. Si deg P = k € N alors deg ¢(P) = k donc ker ¢ = {0}. Par suite ¢ est
bijective.

(d) (Po, ..
R,[X].
Puisque P,(X + 1) € R,[X], on peut écrire P,(X + 1) =

., P,) est une famille de polyndmes de degrés étagés, c’est donc une base de

Z:O A Pr.

(©) Pu(X +2)+ Py(X + 1) = 2(X + 1)" et P,(X +2) + Pu(X + 1) = 0_, 24:X* donc
A = Ck.
P, =2X"— P,(X + 1) = 2X" — Y17} CkP — P, puis P, = X" — 3720 CXPy.

Exercice 115 : [énoncé]

Soient A, u € Ret Py, P, € R[X].

Ona Py =AQ; +r(P1), P, =AQ> + r(P) avec deg r(P;),deg r(P,) < deg A.

Donc APy + uP, = A(AQ1 + uQ») + Ar(Py) + ur(P;) avec deg(Ar(Py) + ur(P;)) < degA.
Par suite #(AP + uP,) = Ar(Py) + ur(P,). Finalement r est un endomorphisme de R[X].
De plus pour tout P € R[X], on a r(P) = A X 0 + r(P) avec deg r(P) < deg A donc
r(r(P)) = r(P). Ainsi 7> = r. r est un projecteur.

VPeR[X],r(P)=0 < A|P

donc kerr = A.R[X].
VP e R[X], r(P) € R,_{[X]

en posant n = deg A. Donc Imr c R,,_;[X].
Inversement,
VP eR,1[X],r(P)=Pelmr

Donc R,_{[X] C Imr.
Finalement Imr = R,_; [ X].

Exercice 116 : [énoncé]
Supposons ¢ solution.
Soit P € R[X]. Par division euclidienne de P par (X — a)(X — b) on peut écrire

P=X-a(X-b)0X)+aX+p
En évaluant cette identité en a et b, on détermine a et 8

P(b) — P(a) bP(a) — aP(b)
a=——etf=—F—F—
b—-a b—-a

Par linéarité de ¢ on obtient
o(P) =¢p(@X +p) =aX +p

car ¢ (X — a)(X - D)Q(X)) = 0.
Ainsi
o(P) = P(b) - P(a)X . bP(a) — aP(b)
b-a b-a
ce qui détermine ¢ de fagon unique.
Inversement, on vérifie aisément que 1’ application ¢ définie sur R[X] par la relation

précédente est un endomorphisme de R[X] résolvant le probléme posé.
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Exercice 117 : [énoncé] L’image de ¢ est R,[X] car I’application ¢ est surjective puisque pour tout polyndéme
Posons T: P(X) — P(X + 1) et A = T — Id endomorphismes de R[X]. P € R[X], on peut définir une suite élément de S, par la relation
A(P) = P(X + 1) - P(X).
On vérifie que si deg P < p alors deg A(P) < p — 1. up € RetVn € N, 41 = au, + P(n)
Soit P € R,[X]. . . . L,

(d) La famille (Ro, Ry, ..., R)) est une famille de polyndmes de degrés étagés de R ,[X],

Par ce qui précéde, on a AP*!(P) = 0.
Or

Az p+1
Ap+1 — Z ( )(_1)p+1—ka
k=0 k
car T et Id commutent.
On en déduit

p+l i1
> (p . )(—l)kP(X +h) =0
k=0

et en particulier pour tout n € N,

p+1

> (1’ ;: 1)(—1)’<P(n +k) =0

k=0

Exercice 118 : [énoncé]

(a) Siu € S, etsideux polyndmes P, Q conviennent pour exprimer u,,| en fonction de
u, alors
VYn eN, P(n) = Q(n)

Puisque le polyndme P — Q possede une infinité de racines, c’est le polyndome nul et
donc P = Q.
(b) S, cRY,0€S, (avec P = 0).
Soient A, u € Retu,v € §,.
Pour tout n € N, on obtient aisément

(Au + ) = alAu + uv), + (AP, + uP,)(n)

etdonc Au + uv € §, avec Py = AP, + pP, € Ry[X].
S, est un sous-espace vectoriel de R*' donc c’est un R-espace vectoriel.

(c) Ci-dessus, on a obtenu P4, = AP, + P, ce qui correspond a la linéarité de
I’application ¢.
u € ker ¢ si, et seulement si, P, = 0 ce qui signifie que u est une suite géométrique de
raison a.
On en déduit que la suite (a"),en est un vecteur directeur de la droite vectorielle
qu’est le noyau de ¢.

(e)

elle forme donc une base de R,[X]. Pour k € [[0; p]], il est facile de déterminer une
suite u = (u,) € S, vérifiant §,, = Ry car

k k
Uyl = Aty + Ri(n) & upy1 —(n+1)" = a(u, —n")
Ainsi la suite
U:nen

convient.
Considérons alors la famille formée des suites

k

vin adetvg: ne n“aveck € [0;p]

Supposons
Av+Agvg+ -+ A,v, =0

En appliquant ¢, on obtient
/l()R()+‘--+/1pRp =0

donc Ay = ... = 4, = 0 puis la relation initiale donne A = 0 car v # 0.
La famille (v, vy, ..., v,) est donc libre.
De plus, en vertu de la formule du rang

dimS, = dimker¢ +rgp=1+(p+1)=p+2

donc la famille (v, vy, ..., v,) est une base de S ,,.

En reprenant les notations qui précedent, on peut écrire
u=Av+ Agvy + 41v;
Ona
P,=ARy+ LZ/Ry =-2X+7

Puisque Ry = -1 et Ry = 1 — X, on obtient 2; =2 et g = —5.
Par suite
u, =A2"+2n-5

Puisque uy = —2, on obtient A = 7.
Finalement
u, =32"+2n-5
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Exercice 119 : [énoncé]

(a) Supposons que H est un supplémentaire commun a F; et F».
Considérons la projection p sur F| parallelement a H. Par le théoréme du rang, p
induit par restriction un isomorphisme de tout supplémentaire de noyau vers I’image
de p. On en déduit que F; et F» sont isomorphes.

(b) En dimension finie, la réciproque est vraie car I’isomorphisme entraine I’égalité des
dimensions des espaces et on peut alors montrer I’existence d’un supplémentaire
commun (voir I’exercice d’identifiant 181)

C’est en dimension infinie que nous allons construire un contre-exemple.

Posons E = K[X] et prenons F; = E, F, = X.E. Les espaces F et F; sont
isomorphes via I’application P(X) — XP(X). Ils ne possedent pas de
supplémentaires communs car seul {0} est supplémentaire de F et cet espace n’est
pas supplémentaire de F.

Exercice 120 : [énoncé]

Notons que Im f C ker f car on suppose f> = 0.

(= )Sixekerfalorsx=(fog)x)+0¢€ImfdoncImf =ker f.

( &) Soient F un supplémentaire de Im f = ker f dans E. Par le théoréme du rang

dim F = n—dimker f = dimIm f

L’application & = fir: F — Im f est un isomorphisme car elle est linéaire entre deux
espaces de dimensions finies égales et injective car ker i = F Nker f = {Og}.
Soit g € L(E) déterminé par

gms=h"etgr=0

Ona
Vxelmf,(fog+go fI(x)=(fog)x)=(foh™)x)=x
car f2 = 0.
et
VxeF,(fog+gof)x)=(go fHx)=h"(f(x)=x
car gir = 0.

On en déduit fo g+ go f =1dg.

Exercice 121 : [énoncé]

(&)ok

(=) Supposons Im g ¢ Im f. Soit H un supplémentaire de ker f dans E. f réalise un
isomorphisme ¢ de H vers Im f.

Posons i = ¢~ o g. L’application & est bien définie car g est 4 valeurs dans Img C Im f et
¢! est définie sur Im f. De plus, A est linéaire par composition et

foh=fogog
Puisque ¢! prend ses valeurs dans H, f o ¢~ = ¢ o ¢! = Idyy ¢ puis

foh=Idmsog =g

Exercice 122 : [énoncé]
(&=)ok
(=) Supposons ker f C ker g. Soit H un supplémentaire de ker f dans E. f réalise un
isomorphisme de H vers Im f noté f;y. Soient K un supplémentaire de Im f dans E et
h € L(E) déterminé par

himy =g o fi ethy =0

(ou n’importe quelle autre application linéaire).
Pour tout x € ker f,

gx)=0=(ho fHx)

et pour tout x € H,

(ho )(x) = h(fru(x)) = g(fin(fin(x)) = g(x)

Les applications g et h o f coincidant sur deux sous-espaces vectoriels supplémentaires,
elles sont égales.

Exercice 123 : [énoncé]

Silmv ¢ Imu, il n’y a pas de solution.

Supposons Imv C Imu. Soit H un supplémentaire de ker u dans E. ujy réalise un
isomorphisme de H vers Imu. Tout f € L(F) s’écrit de maniere unique f = f; + f> avec
Si=puofetfr=puof

uof=v & uofi=v & ulgofi=v & fi =lp) " ov.

Les solutions de 1’équation sont les f = (u|y)~' o v + f> avec f» € L(E, ker u) quelconque.
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