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Chapitre 2

Séries numeériques

1 Définitions-Série géométrique
1.0.1 Définitions

Définition 1 Soit (uy)r>o une suite de nombres réels (ou de nombres complezes). On pose

Sn:u0+u1—0—u2+~-'+un:Zuk.
k=0

La suite (S,)n>0 s’appelle la série de terme général uy,.
Cette série est notée par la somme infinie Zuk La suite (S,) s’appelle aussi la suite des

k>0
sommes partielles.

Exemple 1 Fizons g € C. Définissons la suite (ug)g>o par u, = ¢~ ; c’est une suite géomé-

trique. La série géométrique qu est la suite des sommes partielles :
k>0

So=1 Si=1+¢q Sy =1+q+¢*

Sp=14q+¢+--+q"

Définition 2 Si la suite (Sy,)n>0 admet une limite finie dans R (ou dans C), on note

n——+o00

+o00
S = Zuk = lim S,.
k=0

+0o0
On appelle alors S = Z ug la somme de la série Z ug, et on dit que la série est convergente.
k=0 k>0

Sinon, on dit qu’elle est divergente.



6 . Séries numériques

Notations. On peut noter une série de différentes fagons, et bien sir avec différents symboles

pour l'indice :

+0o0
=0

neN

Pour notre part, on fera la distinction entre une série quelconque E ug, et on réservera la

k>0
+00

notation E ug & une série convergente ou a sa somme.
k=0

1.1 Série géométrique

Proposition 1 Soit ¢ € C. La série géométrique qu est convergente si et seulement si

k>0
+oo
1
lg] < 1. Onaalorquk:1+q+q2+q3_|_...:1_
—q
k=0

Preuve 1 Considérons
Sn=14q+¢+q¢ +-+q"
— Eecartons tout de suite le cas ¢ = 1, pour lequel S, = n + 1. Dans ce cas S, — +00, et

la série diverge.

— Soit q # 1 et multiplions S, par 1 —q :

(1-¢)S, = A+q+F+¢+-+q")

- g+ @+ @+ )

1 — qn+1

Donc S,, =
1—¢q

1
Si lq| < 1, alors ¢" — 0, donc ¢"*' — 0 et ainsi S, — T—o Dans ce cas la série E q*
—dq
k>0

converge.

Si |q| > 1, alors la suite (¢") n'a pas de limite finie (elle peut tendre vers +oo, par exemple si

q =2 ; ou bien étre divergente, par exemple si ¢ = —1). Donc si |q| > 1, (S,) n'a pas de limite
finie, donc la série Z ¢~ diverge.
k>0
“+oo
7/ . 7/ 7/ . . 1 1 1 ,
Exemple 2 1. Série géométrique de raison q = 3" Z Fo1I 2. Cela résout le
k=0 2

paradoze de Zénon : la fléeche arrive bien jusqu’au mur!

Séries numériques



7 Séries numeériques

1
2. Série géométrique de raison q = avec premier terme 35 On se ramene a la série

1
3’
géométm'que commenwnt ak =0

1 1 13 3 13 1
ng Z ___ﬁ_l—g_ﬁ_ﬁ_?_ﬁ'

3. Le fait de calculer la somme d’une série a partir de k = 0 est purement conventionnel.

en ajoutant et retranchant les premiers termes :

On peut toujours effectuer un changement d’indice pour se ramener da une somme a
+oo
partir de 0. Une autre fagon pour calculer la méme série E m que précédemment est

k=3
de faire le changement d’indice n =k — 3 (et donc k =n+3) :
+oo +oo +o0
1 1 11 1 1 1
25w T Ly 332——2—71_ =18

! f(_l)k (%)% - f (_i)k T — %

-1
k=0 4

1.2 Séries convergentes

La convergence d'une série ne dépend pas de ses premiers termes : changer un nombre fini de
termes d’une série ne change pas sa nature, convergente ou divergente. Par contre, si elle est

convergente, sa somme est évidemment modifiée.

Une fagon pratique d’étudier la convergence d’une série est d’étudier son reste : le reste

+oo
d’ordre n d’une série convergente E U est :
k=0
Rn:un+1+un+2+"': E Uk
k=n+1

Proposition 2 Si une série est convergente, alors S = S,+R,, (pour toutn > 0) et hrf R, =
n—-+0oo
0.

Preuve 2 — S = Zuk Zuk—i— Zuk—S + R,.

k=n+1
— Donc R, =S5 — S —>S S—Olorsquen—>+oo

1.3 Suites et séries

Il n’y a pas de différence entre 1’étude des suites et des séries. On passe de 'une a l'autre tres

facilement.

Séries numériques
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n
Tout d’abord rappelons qu’a une série E ug, on associe la somme partielle S, = g u et
k>0 k=0
que par définition la série est convergente si la suite (S,,),>0 converge.

Réciproquement si on veut étudier une suite (ax)r>0 on peut utiliser le résultat suivant :

Proposition 3 Une somme télescopique est une série de la forme

Z(@kﬂ — ag).

k>0
Cette série est convergente si et seulement si £ = klim ay existe et dans ce cas on a :
—+00
“+oo
E (ag+1 — ag) = € — ay.
k=0

Preuve 3

n

Su = > (trs1 —ap)
k=0
= (a1—a0)+(a2—a1)+(a3—a2)+-~+(an+1—an)
= —ayt+a—a+a—ax+ -+ a, — Gy + Qpy1

= Qpt1 — Qo
Voici un exemple trés important pour la suite.

Exemple 3 La série

*f 1 R S S S
~(k+1)(k+2) 1.2 2-3 3-4

est convergente et a la valeur 1.

En effet, elle peut étre écrite comme somme télescopique, et plus précisément la somme partielle

vérifie :

- 1 —~ [ 1 1
Sh, EDIES <k:+1 k’—{—?) n+2_) orsque n — 400

k=0 k=0
—+oo 1 “+00 1
Par changement d’indice, on a aussi que les séries — et — sont conver-
I ’ 1 ;k(k;Jrl) ;k(k—l)

gentes et de méme somme 1.

Séries numériques
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1.4 Le terme d’une série convergente tend vers 0

Théoréme 1 Si la série E uy converge, alors la suite des termes généraux (ug)r>o tend vers
k>0

0.

Le point clé est que 'on retrouve le terme général a partir des sommes partielles par la formule

Up = Sn — Snfl.

Preuve 4 Pour tout n > 0, posons S,, = Zuk Pour toutn > 1, u, = S,, — Sp_1. St Zuk
k=0 k>0
converge, la suite (Sy)n>0 converge vers la somme S de la série. Il en est de méme de la suite

(Sn—1)n>1. Par linéarité de la limite, la suite (u,) tend vers S — S = 0.

La contraposée de ce résultat est souvent utilisée : Une série dont le terme général ne tend pas

vers () ne peut pas converger.

1
Par exemple les séries E (1+ E) et g k? sont divergentes.
k>1 k>1

Plus intéressant, la série g ug de terme général

1 sik=2" pour un certain £ > 0
U =
0 sinon

diverge. En effet, méme si les termes valant 1 sont tres rares, il y en a quand méme une

infinité!

1.5 Linéarité

“+o0o +oo
Proposition 4 Soient E ay et E b, deux séries convergentes de sommes respectives A et B,

k=0 k=0
—+o00

et soient A, u € R (ou C). Alors la série Z(Aak + uby) est convergente et de somme NA + uB.
k=0

On a donc
—+o0

+oo +oo
Z(Aak + /Lbk) = )\Zak + MZbk
k=0 k=0

k=0

Preuve 5 A, = Zak —-Ae(CB, = Zbk — B € C. Donc Z(Aak—i-ubk) = /\Zak—i-
k=0 k=0 k=0

— k=0 = =

wY by =AA, + uB, = M+ uB.

k=0

Séries numériques
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Par exemple :

“+00 “+oo —+00
1 5 1 1 1 1 3 19
— =) —+5) —= 5 =245- ="
S (gra) Tt w2

k=0 k=0 T3

Comme application pour les séries a termes complexes, la convergence équivaut a celle des

parties réelle et imaginaire :

Proposition 5 Soit (ux)r>0 une suite de nombres complezes. Pour tout k, notons uy = ay+ by,
avec ay, la partie réelle de uy et by la partie imaginaire. La série E ug converge si et seulement

st les deux séries E ay et E bi. convergent. Si c’est le cas, on a :
o0 o0 “+o00
E wy = E ag + 1 E by .
k=0 k=0 k=0

Exemple 4 Considérons par exemple la série géométrique Zrk, our = pe? est un complexe
k>0
de module p < 1 et d’argument 6.

Comme le module de r est strictement inférieur a 1, alors la série converge et

+o0o . 1
kz:; Tl

D’autre part, r* = p*e™ par la formule de Moivre. Les parties réelle et imaginaire de r* sont

ap, = pPcos(k) et by = psin(k6) .

On déduit de la proposition précédente que :

k=0 k=0

+oo +o0 1

o Sn=s(E0)-a ()
k=0 k=0
Le calcul donne :
+oo
1—pcosf
k
ko) =
kz—op cos(k6) 14 p?—2pcost
o sin 6
et Z Pt sin(k6) = P

T :
— 1+ p? —2pcost

Séries numériques
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1.6 Sommes de séries

Pour l'instant, il n’y a pas beaucoup de séries dont vous connaissez la somme, a part les séries
géométriques. Dans cette partie on s’intéressera essentiellement a savoir si une série converge

ou diverge.

Voici cependant une exception !

Exemple 5 Soit q € C tel que |q| < 1. Que vaut la somme

+o0
Z kgt 2
k=0

+00
Admettons un moment que cette série converge et notons S = Z kq®.
k=0
Exemple 6 Ecrivons :
+o0o +oo +o0o
SOOI SIS S
k=0 k=1 k=1
+o00o +00
=q) " +q) (k—1)¢""
k=1 k=1
+oo “+o0o
ZQqu_1+qZk’qk en posant k' =k — 1
k=1 k'=0

+oo
=q) ¢ "+4q-5
k=1

En résolvant cette équation en S, on trouve que
+o0
(1-9)S=q) ¢ ".
k=1
Cette derniére série est une série géométrique de raison ¢ avec |g| < 1 donc converge. Cela

justifie la convergence de S.

Ainsi

(1—Q)S:CI'1T(]-

Conclusion :

+oo
° ,; e

Séries numériques
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1.7 Critere de Cauchy

Attention! Il existe des séries Zuk telles que lim wu, = 0, mais Z uy, diverge.
=0 k—+o00 >0

1 1 1 1
L’exemple le plus classique est la série harmonique : La série Z —=1l+-+-+—-+--
e~ k 2 3 4
diverge

1
Plus précisément, on a lim S,, = +o00. Cependant on a uj = z — 0 (lorsque k — 400).
n—+00

Pour montrer que la série diverge nous allons utiliser le critere de Cauchy.

Rappel. Une suite (s,,) de nombres réels (ou complexes) converge si et seulement si elle est

une suite de Cauchy, c’est-a-dire :

Ve >0 dngeN Vm,n > ng |Sn — Sm| < €

Pour les séries cela nous donne :

+oo
Théoreme 2 (Critére de Cauchy) Une série Zuk converge si et seulement st
k=0
Ve>0 dngeN Vm,n > ng Ly + - 4 ! < €.

On le formule aussi de la fagon suivante :
Ve>0 JngeN Ymn>ng 1) wl<e
ou encore

Ve>0 dngeN Vn>ng VpeN |un+---+un+p|<e

Preuve 6 La preuve est simplement de dire que la suite (S,) des sommes partielles converge

si et seulement st c’est une suite de Cauchy. Ensuite il suffit de remarquer que

ISm _Sn—ll — Iun+ ...-’-uml.

n

el e

1
Revenons a la série harmonique E —. La somme partielle est S,, =
k>1 k=1

Calculons la différence de deux sommes partielles, afin de conserver les termes entre n + 1 (qui

joue le role de n) et 2n (qui joue le role de m) :

Lo lsns
~on

1
Sop — Sy, = —
2 n—+1 2n

1
2

Séries numériques
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1 1
La suite des sommes partielles n’est pas de Cauchy (car 3 n’est pas inférieur a € = 7 par

exemple), donc la série ne converge pas.

Si on souhaite terminer la démonstration sans utiliser directement le critere de Cauchy alors
on raisonne par 1’absurde. Supposons que S, — ¢ € R (lorsque n — +00). Alors on a aussi
Son — ¢ (lorsque n — 400) et donc Sy, — S,, — ¢ — ¢ = 0. Ce qui entre en contradiction avec

1
inégalité Sy, — S, > 7.

n

1 1
Proposition 6 Pour la série harmonique Z z et sa somme partielle S, = T on a
E>1 k=1
lim S, = 4o0.
n—-+o0o

Preuve. Soit M > 0. On choisit m € N tel que m > 2M. Alors pour n > 2™ on a :

S, = 1+1+1+ +1+ +1
"o 2 3 om n
> 1+1+1+ +1
- 2 3 om

2 3 4
1 1 1 1 1 1
+ (E+6+?+§)+<§+”'+1_6>

+ ot Lo
om=1 41 om

1 1 1 1
> 1+ -+2-+4-+8—
> 145 +2+40+8

T
2m
1

L’astuce consiste a regrouper les termes. Entre chaque parentheses il y a successivement

2,4, 8, ... termes jusqu'a

2m — (2™l 1) 41 =2" -2t =2""1  termes.

Ainsi pour tout M > 0 il existe ng > 0 tel que, pour tout n > ny, on ait S,, > M ; ainsi (5,,)

tend vers +o00. Cela reprouve bien siir que la série harmonique diverge.

Séries numériques
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2 Séries a termes positifs

Les séries a termes positifs ou nuls se comportent comme les suites croissantes et sont donc

plus faciles a étudier.

2.1 Convergence par les sommes partielles

Rappels. Soit (s,),>0 une suite croissante de nombres réels.
— Si la suite est majorée, alors la suite (s,) converge, c’est-a-dire qu’elle admet une limite
finie.
— Sinon la suite (s,,) tend vers +o0.

Appliquons ceci aux séries E uy, a termes positifs, ¢’est-a-dire u, > 0 pour tout k. Dans ce cas

n
la suite (S,,) des sommes partielles, définie par S,, = Z ug, est une suite croissante. En effet
k=0

Sn - Snfl = u, > 0.
Par les rappels sur les suites, nous avons donc :

Proposition 7 Une série a termes positifs est une série convergente si et seulement si la suite
des sommes partielles est majorée. Autrement dit, si et seulement s’il existe M > 0 tel que,

pour tout n >0, S, < M.

De plus, dans le cas de convergence, la somme de la série S vérifie bien siir lim .S, = S, mais

aussi S, < S, pour tout n. Les deux situations convergence/divergence sont possibles : Z q"
k>0
converge si 0 < g < 1, et diverge si ¢ > 1.

2.2 Théoreme de comparaison

Théoreme 3 (Théoréme de comparaison) Soient Z uy et Z v deux séries a termes positifs
ou nuls. On suppose qu’il existe kg > 0 tel que, pour tout k > ko, up < vg.

— Si Z v converge alors Zuk converge.

— S Z ug diverge alors Z v diverge.

Preuve 7 Comme nous l'avons observé, la convergence ne dépend pas des premiers termes.

Sans perte de généralité on peut donc supposer kg = 0. Notons S, = ug + -+ + u, et S, =

Séries numériques
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vo+- -+ v,. Les suites (Sy) et (S),) sont croissantes, et de plus, pour toutn >0, S, < S.,. Si la
série Z vy, converge, alors la suite (S!) converge. Soit S" sa limite. La suite (S,) est croissante
et majorée par S', donc elle converge, et ainsi la série Z ug converge aussi. Inversement, si la
série Zuk diverge, alors la suite (S,) tend vers +0o, et il en est de méme pour la suite (S,)

et ainsi la série E v diverge.

2.3 Exemples

Exemple 7 Nous avons déja vu dans l’exemple B que la série

+00 1
converge.
§ (k+ 1)k +2) J
Nous allons en déduire que
+o0
1
Z —  conwverge.
2
k=1 k
En effet, on a :
1
lm —22 1
k—+o00 —(k+1)(k+2) 2

Exemple 8 FEn particulier, il existe kqy tel que pour k > ky :

1 1
— <
2k2 = (k+1)(k+2)

En fait c¢’est vrai pour k > 4, mais il est inutile de calculer une valeur précise de kg. On en

1
déduit que la série de terme général o2 converge, d’ou le résultat par linéarité.

2
1
Exemple 9 Voici un exemple fondamental, la série exponentielle. La série Z T converge.
k>0
Notons que 0! =1 et que pour k> 1, k!=1-2-3----k.
1 1 ) 1 1
En effet i < m pour k > 2, mais Z m = Z )k £2) (par changement

£>2 k>0

1
d’indice) est une série convergente. Donc la série exponentielle g T converge.

k>0
“+o0o
En fait, par définition, la somme Z i vaut le nombre d’Fuler e = exp(1).
k=0 "

1
Exemple 10 Inversement, nous avons vu que la série Z — diverge. On en déduit facilement
k>1

In(k 1
que les séries Z n]i ) et Z ﬁ divergent également.

k>1 k>1

Séries numériques
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Exemple 11 Soit (ag)r>1 une suite d’entiers tous compris entre 0 et La série

o0
Z Ak converge
10 Je
k=1
Eﬁt " ‘néral ag " . 9M'l ;. fométri Zl
n effet, son terme général u, = — est majoré par —. Mais la série géométrique —
| g k 10916 ] p 10k g q 10%
converge, car — < 1. La série —— converge aussi par linéarité, d’ou le résultat.
7 10 P J b
+oo
Qg L. ;. , . ..
Une telle somme Z 1ok est une écriture décimale d’un réel x, avec ici 0 < x < 1.
k=1

Exemple 12 Par exemple, si ap = 3 pour tout k :

+o0
3 3 3 3 1
> =15t 100 T 1o0g T =03 +0,03+0,0034 - =0,333... =2

£~ 105 10 100 © 1000

On retrouve bien sir le méme résultat a U'aide de la série géométrique :

IR o ENL SN N B (N
10 104=~10 10 1—-L1 10 9 3
k=1 k=0 10

2.4 Théoreme des équivalents

Nous allons améliorer le théoreme de comparaison avec la notion de suites équivalentes.

Soient (uy) et (vg) deux suites strictement positives. Alors les suites (uy) et (vg) sont

équivalentes si
. U
lim — =1. On note alors wu; ~ vy.
Théoréme 4 (Théoréme des équivalents) Soient (uy) et (vg) deux suites a termes strictement

positifs. Si uy ~ vy alors les séries E uy, et E v sont de méme nature.

Autrement dit, si les suites sont équivalentes alors elles sont soit toutes les deux convergentes,
soit toutes les deux divergentes. Bien sfir, en cas de convergence, il n’y a aucune raison que les
sommes soient égales. Enfin, si les suites sont toutes les deux strictement négatives, la

conclusion reste valable.

1
Revenons sur un exemple qui montre que ce théoréme est tres pratique : les suites e et
1 1

E+D)(k+2) k+3k+2 (k+ 1)(k 1+ 2) “Overee
(exemple H), alors cela implique que Z o converge.

sont équivalentes. Comme la série g

Séries numériques
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Preuve 8 Par hypothése, pour tout € > 0, il existe ko tel que, pour tout k > ky,

ly I

k

|——1| < €,
Vk

ou autrement dit

(1 —e)vg < u < (14 €)vy.

Fizons un e < 1. St Zuk converge, alors par le théoreme H de comparaison, Z(l — €)vy,
converge, donc ka également. Réciproquement, si Zuk diverge, alors Z(l + €)vy diverge,

et g UV QUSSI.

2.5 Exemples

Exemple 13 Les deux séries

k*+3k+1 k + In(k)
m et Z T COTL’U@’I"g@TLt.
. o 1 . 1
Dans les deuz cas, le terme général est équivalent a =k et nous savons que la série Z yE
converge.
Exemple 14 Par contre
k? 4+ 3k +1 k+1In(k)
m et ZT dwergent.

1 1
Dans les deux cas, le terme général est équivalent a = et nous avons vu que la série E z

diverge.

3 Séries alternées

Il existe un autre type de série facile a étudier : les séries alternées. Ce sont celles ou le signe

du terme général change a chaque rang.

3.1 Critere de Leibniz

Soit (ug)r>o une suite qui vérifie u, > 0. La série Z(—l)kuk s’appelle une série alternée.
k>0

On a le critere de convergence suivant, extrémement facile a vérifier :

Séries numériques
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Théoréme 5 (Critére de Leibniz) Supposons que (uy)g>o Soit une suite qui vérifie :
1. ug > 0 pour tout k > 0,
2. la suite (uy) est une suite décroissante,

3. et lim wug =0.

k—+o00
+o00
Alors la série alternée E (—1)*uy converge.
k=0

Preuve 9 Nous allons nous ramener a deux suites adjacentes.

— La suite (Son41) est croissante car Sa,i1 — Sop_1 = Ugp — Ugpyy > 0.
— La suite (So,) est décroissante car Sz, — Sap_o = Usp — Ugp—1 < 0.
— Sop 2 Songr car Sopg1 — Sap = —Ugpyr < 0.

— Enfin Sa,11 — Sop tend vers 0 car Sopyq — San = —Ugni1 — 0 (lorsque n — +00).

Preuve 10 En conséquence (Soni1) et (Sa,) convergent et en plus convergent vers la méme

limite S. On conclut que (S,) converge vers S.
En plus on a montré que Sopi1 < S < S, pour tout n.

Enfin on a ausst

0> Ry, =85 — S92 Sont1 — Son = —Ugnt1

et

0 < Ropy1 =85 — Sant1 < Sonto — Song1 = Uzpa.

Ainsi, quelle que soit la parité de n, on a |R,| = |S — Sp| < tpi1.

Exemple 15 La série harmonique alternée

+o0o
1 11 1
I e e e T s

— k+1 2 3 4
En effet t ! l
converge. En effet, en posant uj, = alors
) g p k k+1 ’
1. Uk 2 O,
2. (ug) est une suite décroissante,
3. la suite (uy) tend vers 0.
~+00 1
Par le critére de Leibniz (théoréme H}, la série alternée Z(—l)kk 7 converge.
k=0

Séries numériques
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3.2 Reste

“+o0o
Non seulement le critére de Leibniz prouve la convergence de la série E (—l)kuk, mais la
k=0
preuve nous fournit deux résultats importants supplémentaires : un encadrement de la somme

et une majoration du reste.

+00
Corollaire 1 Soit une série alternée Z(—l)kuk vérifiant les hypothéses du théoréme B Soit

k=0
S la somme de cette série et soit (S,) la suite des sommes partielles.

1. La somme S vérifie les encadrements :

S <853 <8< < S, <o <5<
< S <0 <51 <5 <5 (2)
+o00
2. En plus, si R, =5 — S, = Z (—1)*uy est le reste d’ordre n, alors on a
k=n+1
IRTLI S Up41-

Pour une série alternée, la vitesse de convergence est donc dictée par la décroissance vers 0 de

la suite (ug). Celle-ci peut étre assez lente.

+00 k
—1
Exemple 16 Par exemple, on a vu que la série harmonique alternée Z(k—)l converge ;
1 : 11
notons S sa somme. Les sommes partielles sont Sy = 1, S1 = 1 — oL Sy =1 -— > + 3’
1 1 1 1 1 1 1
53:1—§+§—Z, 54:1—§+§—Z—l—g,...L’encadrement du corollaire s’écrit
1 1 1 1
l-> < 1l—-4---<.< 81 <---<8
2 = SR R
11 1 1 1 1
< <Gpy << leodo— <1l +-<1
S Eoms 5371755 7273

On en déduit
35 47
= — L. <5L = — .
Ss3 50 0,58333... <5< S, 50 0,78333
Exemple 17 Si on pousse les calculs plus loin, alors pour n = 200 on obtient

5201 ~ 0,69067 AN S S 5200 ~ 0,69562 ..

Ce qui nous donne les deux premieres décimales de S ~0,69. ..
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En plus nous avons une majoration de Uerreur commise, en utilisant l'inégalité |R,| < tpy1.
On trouve que l'erreur commise en approchant S par Sag est : |S — Sano| = |Raoo| < g0 =
1

_ . 1073,
202<5 0

En fait, vous verrez plus tard que S =1n2 ~0,69314 . ..

3.3 Contre-exemple

1. On ne peut pas laisser tomber la condition de décroissance de la suite (uy) dans le critére

de Leibniz.

2. Il n’est pas possible de remplacer u; par un équivalent a l’infini dans le théoreme H, car

la décroissance n’est pas conservée par équivalence.

Exemple 18 Voici deux séries alternées :

(1) (U,
Z W converge, Z m diverge.

k>2 k>2
s I L , . . N . 1 .
Le critére de Leibniz (théoréme H) s’applique a la premiére : la suite uy = _k est une suite
. . . , . ) (—1)*
positive, décroissante, qui tend vers 0. Conséquence, la série alternée Z converge.
k>2 vk
1

Par contre le critére de Leibniz ne s’applique pas a la seconde, car si la suite v, = m
+ —

est bien positive (pour k > 2) et tend vers 0, elle n’est pas décroissante.

Cependant, on a bien :

1 1
Uk:— ~ _:Uk

VE+(—1F  Vk
(=1)*

Exemple 19 Pour montrer que Z ———— diverge, calculons la différence :

k>2 \/E + <_1)k

K P G ) L Gt O
(_1) U — (_1) Vg = \/E \/E‘l‘ (_1)I<:

B k+ (=1 VE
1

1
k+(-DE K
Ainsi la série de terme général wy, = (—1)*up — (=1)*v, diverge, car son terme général est

1
équivalent a celui de la série harmonique Z z qui diverge.
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Exemple 20 Supposons maintenant par l'absurde que la série Z(—l)kvk soit convergente.
k>2
On sait aussi que la série Z(—l)kuk est convergente. Donc par linéarité la série Zwk =
k>2 k>2

Z(—l)kuk - Z(—l)kvk serait convergente. Ce qui est une contradiction.
k>2 k>2

. - (—1)* .
Conclusion : la série Z ——— diveryge.
k>2 \/E + (_l)k

4 Séries absolument convergentes — Regle de

d’Alembert

1 Séries absolument convergentes

Définition 3 On dit qu’une série Zuk de nombres réels (ou complexes) est absolument

k>0
convergente si la série Z |ug| est convergente.
k>0
o cosk
Exemple 21 1. Par exemple la série Z 12 est absolument convergente.
k>1
o ~ cosk < 1 o la séri 1 ]
ar pour up = 2 on a |ug| < =k omme la série Z@ converge alors Z [u|
E>1 k>1
converge aussi.
+“)__1)k
2. La série harmonique alternée 1 n’est pas absolument convergente.
par il
e (_)kl/'Z||Zld'
ar pour v, = , la série vkl = —— diverge.
e £ I L Y

Une série, telle que la série harmonique alternée, qui est convergente, mais pas absolument

convergente, s’appelle une série semi-convergente.

Etre absolument convergent est plus fort qu’étre convergent :

Théoreme 6 Toute série absolument convergente est convergente.

Preuve 11 Utilisons le critére de Cauchy. Soit E u une série absolument convergente. La
+00
série E |ug| est convergente, donc la suite des restes (R]) avec R, = E |ug| est une suite
k=n+1
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qui tend vers 0, donc en particulier c¢’est une suite de Cauchy. Soit € > 0 fizé. Il existe donc

ng € N tel que pour tout n > ngy et pour tout p > 0 :
|tnl + [ups1] + - + [ty <e
Par suite, pour n >ng et p >0 on a :
Wty 4+ g 4+ A ! < ] 4 g | 4 sy <€

Donc, d’apreés le critére de Cauchy (théoréme @), Zuk est convergente.

2 Regle du quotient de d’Alembert

La regle du quotient de d’Alembert est un moyen efficace de montrer si une série de nombres

réels ou complexes converge ou pas.

Théoréme 7 (Regle du quotient de d’Alembert) Soit Zuk une série dont les termes

générauz sont des nombres réels (ou complexes) non nuls.

1. S7il existe une constante 0 < q < 1 et un entier ko tels que, pour tout k > ko,

Iy
k+1
| <q<1, alors Zuk converge.

'uk

La série est méme absolument convergente.

2. S’il existe un entier ko tel que, pour tout k > ko,

Iy
k+1| >1, alors Zuk diverge.

U,

u
Le plus souvent, la situation que 'on étudie est lorsque la suite e converge ; la position de
g,

la limite par rapport a 1 détermine alors la nature de la série.

Voici une application directe et la plus utilisée, pour les séries de nombres réels, strictement

positifs :

Corollaire 2 (Régle du quotient de d’Alembert) Soit Zuk une série a termes stricte-

u
ment positifs, telle que ! converge vers (.
1. Sit <1 alors Zuk converge.

2. Sil>1 alors Zuk diverge.
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3. Si 0 =1 on ne peut pas conclure en général.

Preuve 12 Rappelons tout d’abord que la série géométrique qu converge si |q| < 1, diverge

sinon.

L |
Dans le premier cas du théoréme, I’hypothese | ZH | < q implique |y 1| < |ug,|q, puis [ug, 2] <

k
lu,|¢*. On vérifie par récurrence que, pour tout k > ko :

Jur] < Jugylg™ - " = ¢ ¢,

ot ¢ est une constante. Comme 0 < q < 1, alors la série Z ¢" converge, d’ou le résultat par le

théoréme E de comparaison : la série E |ug| converge.

Ly
Si ) k+1| > 1, la suite (|ug|) est croissante : elle ne peut donc pas tendre vers 0 et la série
U
diverge.
Exemple 22 1. Pour tout x € R fixé, la série exponentielle
+o0 .Tk
Z W converge.
k=0
o
En effet pour u;, = o on a
| | | gt | ]
Uk 41 | (k+1)1 x
= = — 0 lorsque k — +o0.
v P P a i

| #
La limite étant £ = 0 < 1 alors par la régle du quotient de d’Alembert, la série est

absolument convergente, donc convergente. Par définition la somme est exp(z) :

+oo l’k
exp(x) = Z o
k=0

2. ; 13 (2h—1) converge, car ” = 1 tend vers 5 < 1.
2k)! 2k +1)(2k + 2
3. Z Ek!))Q diverge, car uzzl = ( —é_k‘ 3_(1)2+ ) tend vers 4 > 1.
k>0
Remarque 1 — Le théoreme ne peut s’appliquer si certains u; sont nuls, contrairement a

la régle des racines de Cauchy que ['on verra apres.

— Notez bien que le théoréme ne permet pas toujours de conclure. Faites aussi bien attention

Ly |
que Uhypothése est |—— | < q < 1, ce qui est plus fort que | +1| < 1.

k
k Uk

Iuk+1 I
U
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o . Uk+1
— De méme le corollaire ne permet pas de conclure lorsque —* 5 1. Par exemple pour

U
k
les séries Zuk = ZE et ka Z nous avons Skl _ =T — 1, de méme
Uj,
Vk+1 k
ue = — 1. Cependant la série — diverge alors que — converge.
e =S = Gy p a Z iverg g Z g

k
Exemple 23 Trouver tous les z € C tels que la série Z ( )zk soit absolument convergente.

k>0
. kN .
Soit u, = )% Alors, pour z # 0,
(k+1)k(k 1)
] _ (51 Bk
] (lg)\zvf = s 1)(k 5 2| = P 2|z[—>|z| lorsque k — +00.
i |z| < 1 alors pour k assez gran | < q < onc la série uy est absolument
Si 1 al k g L 1 donc la séri bsol
Uk

convergente.

|’LL]€‘ k—2 _/{

Si |z| > 1 alors > 1 pour tout k. Donc la série Zuk diverge.

3 Regle des racines de Cauchy

Théoréme 8 (Reégle des racines de Cauchy) Soit Zuk une série de mnombres réels ou

complexes.

1. S7il existe une constante 0 < g < 1 et un entier ko tels que, pour tout k > ky,

V0ugl < g <1, alors Zuk converge.

La série est méme absolument convergente.

2. 8il existe un entier ko tel que, pour tout k > ko,
V0ug| > 1,  alors Zuk diverge.

Le plus souvent vous I'appliquerez avec un terme général strictement positif.

Corollaire 3 (Régle des racines de Cauchy) Soit Zuk une série a termes positifs, telle

que /uy converge vers (.
1. Sit <1 alors Zuk converge.

2. Sil>1 alors Zuk diverge.
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3. Si 0 =1 on ne peut pas conclure en général.

Dans la pratique, il faut savoir bien manipuler les racines k-éme :

Yy, = (uk)% = exp (%lnuk)

Preuve 13 Rappelons que la nature de la série ne dépend pas de ses premiers termes. Dans
le premier cas du théoréeme, {/|ui| < q implique |ug| < ¢*. Comme 0 < q < 1, alors la série

Z ¢" converge, d’ot le résultat par le théoréme H de comparaison.

Dans le second cas, v/|u| > 1, donc |ug| > 1. Le terme général ne tend pas vers 0, donc la

série diverge.

1 1
Enfin pour le dernier point du corollaire, on pose up = T v = 2 On a ¥ur — 1 de méme

que v, — 1. Mais Zuk diverge alors que ka converge.

Exemple 24 1. Par exemple,

2k +1\*
Z 3]{,’ + 4 COTL’U€7"g€,

car ¥uy, = 2:11 tend vers ; < 1.
2. Par contre
ok
o diverge,
quel que soit o > 0. En effet,
/25 2 2

Vo = T~ ()" (ep(tmi)” 2>1

2
1\
Exemple 25 Déterminer tous les z € C tels que la série Z (1 + Z) 2% soit absolument

k>1
convergente.

1\*
Notons u, = (1 + E) 2% Ona

k

1\
V |ug| = (1 + —) |z| — elz].

1
Cette limite vérifie e|z| < 1 si et seulement si |z] < —.
e
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alors la série E ug est absolument convergente.

, on a pour k assez grand \/|ux| > 1, donc la série E uy diverge.

= | = | =

— Si|z| = = la regle des racines de Cauchy ne permet pas de conclure. On étudie le terme

e
N /1\*
— 1 — —
wi=(1+5) (7)

général da la main. On obtient :

Donc

Donc |ug| — ez £ 0. Ainsi Z \ug| diverge.

4 D’Alembert vs Cauchy

Nous allons comparer la régle du quotient de d’Alembert avec la regle des racines de Cauchy.
Nous allons voir que la régle des racines de Cauchy est plus puissante que la regle du quotient
de d’Alembert. Cependant dans la pratique la régle du quotient de d’Alembert reste la plus

utilisée.

Proposition 8 Soit (ux) une suite a termes strictement positifs.

Si lim kL alors lim u, =1¢.

k—+oco  Ug k—4o00

Autrement dit, si on peut appliquer la regle du quotient de d’Alembert, alors on peut aussi

appliquer la regle des racines de Cauchy.

Preuve 14 Pour tout € > 0, il existe ko tel que, pour tout k > kg,

Uk+1
/—

€< <fl+e.
Uk
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Par récurrence, on en déduit :
Uk (f - E)k_ko S U S Uk (€ -+ E)k_ko .

Or :

lm /(0 — €)kho = — ¢ et lim v ug, (€ + €)fko =0+ €.

k—+o0 k—+o0

Donc il existe k1 > kg tel que, pour k > ky,
0 —2e < Fup <+ 2,

d’ou le résultat.

Terminons par un exemple ou la regle des racines de Cauchy permet de conclure, mais pas la

regle du quotient de d’Alembert.

Exemple 26 Définissons la suite uy par :

U 3"
k { 2" ik =2n+1
| 3nt+1 StRh=2n
U 1
Le rapport K vaut = sik est pair, 2 si k est impair. La régle du quotient de d’Alembert ne
Uk

2
s’applique donc pas. Pourtant, ¥/u, converge vers \/; < 1, donc la régle des racines de Cauchy

s’applique et la série Z ug converge.

5 Regle de Raabe-Duhamel

La régle du quotient de d’Alembert et la regle des racines de Cauchy ne s’appliquent pas aux
séries de Riemann
>k
ka
k>1

k()é
car ——— — 1l et Fu, — 1.
(k + 1) F

Il nous faut raffiner la regle de d’Alembert pour pouvoir conclure. Cependant nous

reviendrons sur la convergence des séries de Riemann par d’autres techniques.
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Théoréme 9 (Régle de Raabe-Duhamel) Soit (uy) une suite de nombres réels (ou com-

plezes) non nuls.

g |
1. SiVk > ko on a k+1| <1- é, avec B > 1, alors la série Zuk est absolument
U k
convergente.
2. SiVk > ko on a | k+1| >1— T alors la série Zuk n’est pas absolument convergente.
U

Attention! Il existe des séries convergentes, quoique | k+1| >1-— T Par le deuxieme point
U

une telle série ne peut pas étre absolument convergente.

1
En effet, prenons u, = <_1)kE' Alors :

|u k+1 k+1— k-

Preuve 15 1. L’hypothése implique k|ugy1| < k|ug| — Blug| (pour tout k > k).
Ainsi
(8 = Dfug| < (k = Dfug| = Kfupia].
Comme B > 1 alors l'inégalité ci-dessus implique (k — 1)|ux| — k|lugs1| > 0 et ainsi
(k—1)|uk| > k|ugs1]|. La suite (k|ugs1|)k>k, €st décroissante et minorée par 0 ; cette suite
admet donc une limite. Ainsi la série télescopique Z [(k — 1)|ug| — klugsa]] converge.

Comme
(8 = Dux| < (k = 1)|ur| — Elugsa],
la série 2(5 — 1)|ug| converge et donc aussi Z lug|.

2. L’hypothése implique klugi1| > (k — 1)jug| > 0 (pour tout k > ko). Donc la suite
(k|ugs1])k>k, est croissante, ainsi klugi1| > € > 0. Donc pour tout k > ko, on a

€ . L.
|ug1| > T Donc g |ug| diverge, car E % diverge.
Nous pouvons maintenant savoir quelles sont les séries de Riemann qui convergent.

1
Proposition 9 (Séries de Riemann) Soit o > 0. Alors la série Z e comverge si et seule-
k>1
ment st o > 1.

ka
Preuve 16 Supposons a > 1. Définissons A(k) = m Montrons qu’il existe f > 1 et ky
tels que
A(k)gl—% Vk > ko
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1
(1+ z) +pz.

La fonction [ est C*° sur [0,00[ et f(0) = 1. Comme f'(0) = —«a < 0, on voit que f

Chotsissons [ quelconque vérifiant 1 < 5 < a. Considérons la fonction f(x) =

est décroissante sur [0,xo] pour un certain xo avec 0 < xo < 1. Ainsi f(x) < 1 sur [0,z
B

1 1
ce qui entraine que A(k) + P (E> <1 pour k > ko avec ko entier tel que k;_ < zy. Donc
0

A(k) < 1—% et on peut appliquer la régle de Raabe-Duhamel pour déduire que Z o converge.

1 1

Si0<a<l, alors - k;_ Or la série Z — diverge donc la série Z — diverge aussi.

>~

5 Comparaison série/intégrale

Cette section fait la jonction entre les séries et les intégrales impropres. C’est un lien essentiel
entre deux objets mathématiques qui sont au final assez proches. Pour cette partie il faut
“+o0o

connaitre les intégrales impropres f(t) dt
0

5.1 Théoréme de comparaison série/intégrale

Théoréme 10 Soit f : [0,+00[— [0,400[ une fonction décroissante. Alors la série Zf(k)

k>0
+o0

(dont le terme général est u, = f(k)) et lintégrale impropre f(t) dt sont de méme nature.
0

« De méme nature » signifie que la série et I'intégrale du théoréme sont soit convergentes en

méme temps, soit divergentes en méme temps.

Attention! Il est important que f soit positive et décroissante.

5.2 Preuve

Le plus simple est de bien comprendre le dessin et de refaire la démonstration chaque fois que

I'on en a besoin.

Preuve 17 Soit k € N. Comme f est décroissante, pour k <t <k+1, ona f(k+1) < f(t) <

f(k) (attention a l’ordre). En intégrant sur lintervalle [k, k + 1] de longueur 1, on obtient :
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Ay

F) |-

flk+1) < k+1f(t)dt§f(k) Flk+1)|----

k

/()

E k+1 X

Sur le dessin cette inégalité signifie que 'aire sous la courbe, entre les abscisses k et k+ 1, est

comprise entre l'aire du rectangle vert de hauteur f(k + 1) et de base 1 et l'aire du rectangle

bleu de hauteur f(k) et de méme base 1.

On somme ces inégalités pour k variant de 0 an —1 :

n—1 n—1 k41 n—1
d flk+1)< Z/k ftydt <N f(k).

Soit :

0

La série g ug converge et a pour somme S si et seulement si la suite des sommes partielles

converge vers S. Si c’est le cas / f(t) dt est majorée par S, et comme / f(t) dt est une
0 0
fonction croissante de x (par positivité de f ), l'intégrale converge. Réciproquement, si l'intégrale

n
converge, alors / f(t) dt est majorée, la suite des sommes partielles aussi, et la série converge.
0

5.3 Séries de Riemann

Le théoréeme de comparaison (théoréme H) et le théoreme des équivalents (théoreme H)
permettent de ramener 1’étude des séries a termes positifs a un catalogue de séries dont la
convergence est connue. Dans ce catalogue, on trouve les séries de Riemann et les séries de

Bertrand.

_ 1
Commencons par les séries de Riemann E o pour a > 0 un réel.
k>1

—+oco
1 1
Proposition 10 5% > 1 l — St O0<a<l [ —
roposition T« alors 521 1o converge Si a < alors g o

k>1
diverge

Preuve 18 Dans le théoreme , rien n’oblige a démarrer de 0 : pour m € N, la série Z f(k)

k>m
—+00

et l'intégrale impropre f(t) dt sont de méme nature.
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1
Nous Uappliquons a f : [1,+oo[— [0, +o00[ définie par f(t) = et Pour o > 0, c¢’est une fonction

décroissante et positive. On peut appliquer le théoréme .

On sait que :
1

—dr={ 17

(77> —1) sia#1

In(x) sia=1
+00 +oo

Pour a > 1, / o dt est convergente, donc la série Z o converge.
1 -

o] 1
Pour 0 < a <1, / o dt est divergente, donc la série E o diverge.
1 E>1

5.4 Séries de Bertrand

1
Une famille de séries plus sophistiquées sont les séries de Bertrand : Z ———oua>0et
et ko (In k)P
B eR.

Proposition 11 Soit la série de Bertrand

>

= ke(Ink)s
St a>1 alors elle converge. St 0<a<1 alors elle diverge.

B >1 alors elle converge.
St a=1 et

8 <1 alors elle diverge.

Preuve 19 La démonstration est la méme que pour les séries de Riemann. Par exemple pour

lecasa=1:

1 1- 1- -
/:p 1 o m((lnaz) F—(m2)'?) sip#1
2

In(lnz) — In(In 2) sif=1

5.5 Applications

Nous retrouvons en particulier le fait que :

1
1. Z 72 converge (prendre o = 2),

1
2. alors que Z z diverge (prendre o = 1).
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Exemple 27 La série

gln <1+\/%)

est-elle convergente ?

Comme
(14 ) :
n — ~  —
i i
1 1 3
et que la série de Riemann Z \/? = Z k_% converge (car 5 > 1) alors par le théoréme des

+oo
1
équivalents la série Z In <1 + —> converge également.

e Vi

6 Produits de deux séries

Cette section consacrée au produit de deux séries peut étre passée lors d’une premiere lecture.

6.1 Motivation

Pour un produit de sommes, il y a plusieurs facons d’ordonner les termes une fois le produit
développé. Dans le cas d’'une somme finie I'ordre des termes n’a pas d’importance, mais dans
le cas d’une série c’est essentiel. On choisit de regrouper les termes en fonction des indices, de

la fagon suivante :

(a0 + a1) (b + b1) = @/bg +  aohy +arby + @

somme des indices=0 somme des indices=1 somme des indices=2

(ao +ap + a2) (bo + by + 52) = aoby +  aoby + aibg
(g ————
somme des indices=0  somme des indices=1
+ aon + a1b1 + (lgbo + a162 + a2b1 + a2b2
somme des indices=2 somme des indices=3  somme des indices=4

Plus généralement, voici différentes facons d’écrire un produit de deux sommes :
n n n n
E a; E bj = E E CLibj = E E CLibj = E E aibk_i.
i=0 j=0 i=0 j=0 0<k<2n i+j=Fk 0<k<2n 0<i<k
Les deux dernieres formes correspondent a notre décomposition en fonction de la somme des

indices.
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6.2 Le produit de Cauchy

Définition 4 Soient Z a; et Z b; deuz séries. On appelle série produit ou produit de Cauchy

>0 >0
k
la série E cp 0l Cp = g a;bi_;
k>0 i=0
Une autre facon d’écrire le coefficient ¢, est : ¢ = E a;b;
i+j=k
+oo +o0
Théoreme 11 Si les séries E a; et E b; de nombres réels (ou complexes) sont absolument
=0 =0

convergentes, alors la série produit

400 400 k
Cr = Z (Z aibk—z’>
i=0

k= k=0

o

est absolument convergente et l'on a :
“+o00o “+oo +00
>a- (3a) « (Ln).
k=0 i=0 Jj=0
Preuve 20 Notations.

— Sn:a0+"'+an; Sn_>S;
7Tn:b0++bn; Tn_)T;
— Pi=cot -+

On doit montrer que P, — S -T.
Premier cas. a; > 0,b, > 0 (Vk).
Dans ce cas ¢, > 0 et on a

P,.<S, T, <S-T.

La suite (P,) est croissante et majorée, donc convergente : P, — P.

Or on a ausst
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J)

Le dessin représente le point correspondant auz indices (i,7). Le triangle rouge représente P,
(avec le regroupement des termes correspondant auz diagonales), le carré vert correspond au
produit S, - T),, le triangle bleu représente Ps,. Le fait que le carré soit compris entre les deux

triangles traduit la double inégalité P, < S, - T, < Ps,.
Donc en faisant n — +oo, ona : P<S-T < P. Donc P, - S -T.

Second cas. a; € C, b, € C (Vk).
On pose :
— S, = lagl + -+ +an|, S, = 5,
— T, =|bo| + -+ |bu], T, = T,
— P =c¢y+---+, odc;:zk]aibk_ﬂ.

=0
D’aprés le premier cas, P, — P' avec P' = S"-T'. Ainsi

1Sy T = Pl =1 )" aib! < N Jaiby| = S, - T, = Py = §'-T' = P' = 0.
0<i,j<n 0<i,j<n
i+ji>n i+ji>n

Ainsi Py =8, Ty — (Su-Ty—P) > S-T—0=8-T.

Donc la série E cr est convergente et sa somme est S -T. De plus, |ck| < ¢,. La convergence

de ZCZ implique donc la convergence absolue de ch.
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6.3 Exemple

+oo +oo
Exemple 28 Soit Zai une série absolument convergente et soit ij la série définie par
i=0 j=0
1 .
b; = R La série ij est absolument convergente.
Notons
k k 1
C = Zaibk_i = Zai X %
i=0 i=0

Alors la série E ¢, converge absolument et

k=0 =0
6.4 Contre-exemple

Si les séries E a; et g b; ne sont pas absolument convergentes, mais seulement

convergentes, alors la série de Cauchy peut étre divergente.

. (—-1)" .
Exemple 29 Soient a; = b; = .1 > 0. Alors a; et b; sont convergentes par le
P Jirl' © 2 et 3 by Jentes p

critere de Leibniz, mais ne sont pas absolument convergentes. On a

B R o U TS !
= I VitIVE—i+] S Vi+D)k—i+1)
Or,pourz €R, (x+D(k—a+1)= -2 +kr+ (k+1) < @ (valeur au sommet de la
parabole). Dot /(i +1)(k —i+1) < F+2)  ginsi
|ex| = Z i = k+1)—>2.
“ i+ 1)(k—i+1 +2 k+2

Donc le terme général ¢, ne peut pas tendre 0, donc la série Z cr diverge.

7 Sommation d’Abel

7.1 Théoréme de sommation d’Abel

Le théoreme de sommation d’Abel s’applique a certaines séries convergentes mais qui ne sont

pas absolument convergentes. C’est un théoreme qui s’applique aux séries de la forme Z apby
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et est plus fort que le critere de Leibniz pour les séries alternées, mais il est aussi plus difficile

a mettre en ocuvre.

Théoréme 12 (Théoréme de sommation d’Abel) Soient (ag)i>0 et (bg)r>0 deur suites

telles que :
1. La suite (ay)r>0 est une suite décroissante de réels positifs qui tend vers 0.

2. Les sommes partielles de la suite (by)r>o sont bornées :
IM vneN I+ 40b, <M.

Alors la série E arbi converge.
k>0

Le critere de Leibniz concernant les séries alternées est un cas spécial : en effet, si b, = (—1)*

n

alors ! Z bi! < 1. Donc si (ax) est une suite positive, décroissante, qui tend vers 0, alors
k=0

E arby converge.

Preuve 21 L’idée de la démonstration est d’effectuer un changement dans la sommation, qui
s’apparente a une intégration par parties. Pour tout n > 0, posons B, = by + --- + b,. Par
hypothése, la suite (By,) est bornée. Nous écrivons les sommes partielles de la série Zakbk

sous la forme suivante :

Sn = agby + aiby + -+ ap_1by,_1 + apby,
= aoBo “+ a; (Bl — Bo) + -+ an—l(Bn—l — Bn_z) + an(Bn — Bn—l)
= Bo(ao - al) + Bl<a1 - af2) +---+ Bn—l(an—l - an) + Bnan :

Comme (B,) est bornée, et a, tend vers 0, le dernier terme Bya, tend vers 0. Nous allons

montrer que la série Z By(ay, — ags1) est absolument convergente. En effet,
| By.(ar, — aps1)' = 1Bl (0 — arr) < M(ap — apsr)

car la suite (ay) est une suite de réels positifs, décroissante, et |By| est borné par M. Or
M(ag —ay) + -+ + M(a, — apy1) = M(ag — any1) ,

qui tend vers Mag puisque (ag) tend vers 0. La série Z M (ay, — ags1) converge, donc la série
Z |Bk(ak — ak+1)| aussi, par le théoreme H de comparaison. Donc la série Z Br(ap — ajy1)

est convergente, donc la suite (S,,) est convergente, ce qui prouve que la série E arby converge.
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Exercice 1 :

Etudier la nature des séries suivantes, avec le test de convergence indiqué :

1. Test de Comparaison :

_ 3"47 _ 1 Inn
Un =735 5 Un In(n+1) Wn = T2
2. Test d’équivalence :
2nt3 i Yn=1In(cosd); z,=1-rcos(})

I = GEl (Yt

3. Test de Cauchy :

2 2
Un = 3%(1 + %)n 7 Un = (1J:Ln2)3 ;o Wp =
4. Test d’Alembert :
_ 2" _ 1 _ (n)?
an = (gnn)l ;o bn = Mmny > = 5.2

Exercice 2 :

Etudier la convergence des séries suivantes :

+0o0 “+o0o “+oo
nt1)4
Si= " Sh=) L S=y gty
n=2 n=1 n=1
+oo . +o0 N
Sy = Z( -2 Ss= Z(nen —n)
n=1 n=1

Exercice 3 :

Calculer les sommes des séries suivantes apres avoir vérifié leur convergence.

+oo +o0
1 2n—1
Sl = n;;l ; 2= n3n—4n
—+00 —+o00
_ =n" . _ 1
S3=>» In(1+ 55 54_2(%)!
n=2 n=0

Pr. Abouelhanoune



Exercice 4 :

Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants

- . \n? .

tn = (n + 1) ’
1

Uy = —————

" ncos?(n) ’

Exercice 5 :

1. Soit Y u,, une série a termes positifs convergente.
Montrer que ) _ /unUn,+1 st aussi convergente.

2. Déterminer en fonction du parametre « la nature des séries de termes généraux :
wy, = exp(—(Inn)?)

Exercice 6 :

Soient « et 5 deux réels. On étudie la série de Bertrand Zun avec
n>1

1. Etudier le cas o > 1.
2. Etudier le cas o < 1.

Exercice 7 : Séries télescopiques

Déterminer la nature des séries suivantes. En cas de convergence, calculer la somme.

+00 Foo Bl
_ k+1 . _§ :2/67“ — E S S
S1 = E In \/7 ;o So = k2 (k+1)2 > S3 = k(k+1)(k-+2
=1 k=1 k=1

Pr. Abouelhanoune
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