Exercice d’application 1 : Les torseurs

—

X i - - = — —
Soient les trois vectewrs V, =—i+ j+ &k ; V, = j+2k , T,

— e d —
3 — I—

—
j définis dans un repere

- = —

orthonormeé R(O, i, j, k) et liés respectivement au points 4(0.1.2). B(1.0.2), C(1.2.0)

Ny

- —
1) Construire le torseur [T ]O associ€ au systeme de vecteurs V.7, .7

w

2) En déduire I’automoment ;
3) Calculer le pas du torseur ;

4) Déterminer 1’axe central du torseur vectoriellement et analytiquement.

Solution :
1) Les éléments de réduction du torseur [7], sont :

—> — — —> — —>

Larésultante : R=V,+V,+V, = j+ 3k

— — e —

A — —_— — —
Lemomentaupomt O: M, =OAAV,+ OB AV,+OC AV,

0] —1 1 0] 1 1 —1 -2 2 —1
Mgy=|1|A] 1 [+|O|A]|1]|+]|2]|A|-1]|=|-"2|+|-2|+ 2 |=|—-2
2 1 2 2 2 0 1 1 —3 —1

—

— — — — — —
2) L’automoment: 4 =R .M, :[jJr?a C].( i2jk)—23—5

3) Pasdutorseur: p = = SR
R? V17 132 V10

4) Equation vectorielle de 1’axe central :

Si I’axe (A) estun axe central alors : v P < (A) — A p=AR
B . . i —> R/\;’lko -

Son équation vectorielle est donnée par : OP:?+),R avec A< liR
0 —1 0] ) 5 0 5 )
OP=—|1|~n|—-2|+A41|=—| -3 |+4 1 _z+[‘+).jj+(+3/1)f

10 10 10
3 —1 3 1 3
.x
— 1 3 1 R
S1 OP= v alors x == yv=——"+A4 et z=—+34
2 10 10
RD =z
) 1 3
D’ou z=— 3(1’ )—+3y+—33 +1
1 10 10 10

L’axe central est une droite dans un plan paralléle au plan (vOz) situe a x = é et

d’équation: z=3yv+1



Correction du TD-1 de la mécanique des solides indéformables

Exercice 1 :
Soit le torseur [T, ], défini par les trois vecteurs V, = —27+ 3] — 7k, V, = 31— — k et

Vo= —1—-2]+ 8k définis dans un repére orthonormé R(0,3,7, F) et liés respectivement aux
R, )

points (1,0,0) , B(0,1,0) et €(0,0,1) et le torseur [T,],: avec R,=27+ ]+ 3k et
g - - 7 H_;
H, = -31+ 2] - 7k.
1- Déterminer les éléments de réduction du torseur [T, ],. Conclusion;
2- Déterminer le pas et 1’axe central du torseur [T, ],;

3- Calculer la somme et le produit des deux torseurs;

4- Calculer ’automoment du torseur somme.

Solution :

— —> — —»
) R =TT
- — — — —— —

M, = OANV,+OBAV,+ OCAT,

1

1) Eléments de réduction du torseur: [Tl ]O

R PPV =0
1 -2 0 3 0 -1 0 -1 2 1
Mgo=|0|A] 3 |+ 1A =1|+[0O|A|=2|=|7 |+ 0 |+|-1|=|6|=i+6j
0 —~7 0 -1 1 8 3 -3 0 0
R =0
L= .
M,=i+6]

2) Pas et axe central du torseur [TZ ]O

> — 20+ j+3k || -3i+2;-Tk
‘ _—-3+2-21 11

Pas du torseur . P, = Ry {M{E = _2-
*T R 4+1+9 14 7
Axe central du forseur : (_)P = % + AR,
3
71—+ 24
2 -3 2 —-13 2 1_4
oP=1|nl 2 [4al1]=L] 5 |4a1l=] 242
14 14
3) (=7) (3 7 3 1
—+34




3) Somme et produit des deux torseurs

a) Somme des deux torseurs :

]O+[T3]O—[R RJ;R —2?+}+3!’»
LM =M, +M’ 7r+8j 7A

b) Produit des deix torseurs :

] .[n] =% & :Rlu’;a’erRz.j/flo:(2i+j+3kJ-(—3i+2j—7k]:—25
M, |M,

4) Automoment du torseur somme :

F=R .M, —(2:’+j+3k ).[2i+8j7fc]—17

Exercice 2 :
Soit A un point de I’espace dans un repére orthonormé R(0,77; F) avec 04 = — Ei’ - —f —
% k etunvecteur V; = —37 + ] + 3k dont I’axe passe par le point A.

Soit un torseur [T, ], défini au point O par ses éléments de réduction Rj et Fz) tel que :

R, = (a — 4)I+ af + 3ak

[T2]o:
H, = (2a+9)]+( a—%)E

1- Déterminer les éléments de réduction du torseur [T, ], dont la résultante est le vecteur Vi
2- Pour quelle valeur de a les deux torseurs sont égaux;
3- En déduire le pas et I’axe central du torseur [T, ], pour cette valeur de a;

4- Calculer le produit des deux torseurs pour a = 2.

Solution :
1) Eléments de réduction du torseur [Tl ]0
g 55 o —-21/9 -3 0
[‘Tl]o = I-1—>: _3__i>+ j_,+3k . d'ou 1_4_: Y INA V= -4/9 |~ 1 |=] 11
My, = 04N ~12/9 3 ~11/3
[‘Tl]o _ _I:; f—%7+;+%{

M, 11 -(11/3) %

2) Les deux torseurs sont égaux si leurs éléments de réductions sont égaux.

V - R —3i+ j+3k =(a—di+aj+3ak
=], = 2 "2 = R £ N P s
*'M].O:*'MZO ‘]*?\.—(,_.O,’Jr )]Jr(*k(l’*g)t



Cette égalité est vérifiée pour: o =1

4) Pas et axe central du torseur [T2 ]O pour «=1.

Le torseur s’écrit : [T2 ]0 =

— - - —
v

R,=-"3i+ j+3k
M, =11, (A1/3k

— ——

R,- M 1 - o2 - 117
Pas du torseur : P, =—7>__2% = —(—3 i+ j+3k)-(llj k) =0
R, 19 3
— —
. : 7 Ry~ M, g
Axe central du rorseur . C’est I’ensemble des point Ptel que : OP = —————+ AR,
05,
-3 0 -3 57
g 1 11
orP=—| 1 |Aa 11 + A 1 |= 7E+i
3 —11/3 3
33,5,
19

si (x, v, z) sont les coordonnées du point P alors : nous aurons les trois €équations scalaires:

xX=——-34 yV=—"-+A ., z=—

le point P décrit la courbe : 2x+31y+z = —

57 T 19 19

5) Produit des deux torseurs pour o = 2

R, =—2i+2j+6k
Pour « =2 le torseur [Tz]D s’écrit : [Tz]0 =4 — - 20—
M,, =13 j— i
1;) E —> == - -
[Tl]o'[Tz]o: L o932 =My ,+R, .M, =-7

Exercice 3 :

Soient deux torseurs |1 |, et |T.], définis au méme point A par leurs éléments de réduction

- = —

dans un repére orthonormé R(O.i.j.k):

R ateaiiak (7 37 27.2F
=-3i+2j+2k =3i—-2j7-2k
[Tl]-iz l—> - - - et [T°]1=' ——% - = -

M, =4i—-;j-Tk LMZJ =4i+ j+ Tk

1)
2)

Déterminer I'axe central et le pas du torseur [TIL :

Déterminer ’automoment du torseur [T} ], . montrer qu’il est indépendant du point 4 :
Construire le torseur [T], = a|T,], +b[T,], avec a et belIR :

Quelle relation doivent vérifier a et b pour que le torseur [T]_i soit un torseur couple ;

Montrer que le torseur couple est indépendant du point ou on le mesure ;

Déterminer le systéme le plus simple de vecteurs glissants associés au torseur sonune :

[T1L + [Tz]_a



Solution :

1) Axe central et Pas du torseur [7 ]A

> R AM -
Axe central : 1l est défini par I’ensemble des points P tel que: OP=—1—2'%+ AR
1
—2—32,
-3 4 -3 -12 -3 17
1 1 13
OP=—| 2 |[A| =1 |+A] 2 |=—=|-13|+4] 2 |=|——+24
17 17 17
2 —7 2 -5 2 5
——+24
17
Pas du torseur [T1]A - P Lj“i(—3 z'+2j+2k)-(4z'—j—’7k}—§
RS 17 17

—

2) Automoment du torseur [Tl ]A © R ‘-1;'1‘4 = (— 3i+2j+ 2;’.:)- (4 i—j—7 k] =28

L’automoment est indépendant du point 4. En effet, d’apres la formule de transport nous

) - -— = = R — e (e
pouvons ecrire : M, =M+ ABAR, = R+M,=R..M,+R,. ] ABA R,

\ /

- - [ —

R-M, =R..M, , onvoit bien qu’il est indépendant du point 4.

o [, =dlrl, o), = [l {RJW& }
_*‘JMA = GIMIA“FbJMzA

[T] JR=-3(a-bh)i+2(a—-b) j+2(a-b)k
47 - - - -
M, =da+b)yi—(a-b)j-T(a-b)k

4) Condition pour que [T ] 4 soitun torseur couple :

- o

il faut que la résultante soitnulle: R=0 = a=5

-

— —
Le moment dans ce cas seracgala: M, , =4(a+b)i =8ai



5) Le moment d’un torseur couple ou les résultantes R, , R, ont le méme module mais de

sens opposées et appliquées aux points quelconque 4 et B s’écrit :

- — - - - -

M, =0ArR+OBAR, = OAnR.+OBA(<R))
_ BAAR, :(BH+ HA)/\RI

- — —

= HAANR, :—4H/\R = 4H/\R

Le moment d’un couple est indépendant de la distance entre les points A et B , il dépend
uniquement de la distance qui sépare les deux droites supports des résultantes. Cette distance

est appelée bras de levier.

6) Systéme simple de vecteurs glissants associés au torseur somme : |7, |, +|7} |,

[#-

Le torseur somme [T ]  estdonné par : T ] 1
M,

La résultante peut étre décomposées en deux vecteurs quelconque de méme module et de sens

oppose dont ['un des vecteurs est placé au point 4, on obtient alors :

— - — — ?12 x
M, —~L{/\V+~IB/\ I—~IB/\ I—Sr Ha
systeme de deux vecteurs glissants : (4 V) _?
A B -
- »Z
-> - v

et (B, V) , telque: V.M, =0



