Correction du TD_5 de la mécanique des solides

Exercice 1

- -

—
On considere, dans le repere orthonorme R, (O.x,.v,.z,), le systeme mecanique constitu¢ de

- 5 - - 5 -

deux barres homogenes (1) li€ au repere R, (O, x,, v,.z,) et (82) li¢ au repere R, (B, x,,v,,2,)

Les barres ont une longueur OA=AB = L ., de masse m, articulées au point A . Au point B est
—

articulée un solide (§3) qui est une masse M coulissante suivant 'axe x, . Soit Gy et G, les

centres d’inertie, respectifs des deux barres. On prendra R, comme repére de projection.

Les tenseurs d’inertie des deux barres en leurs centres d’inertie respectifs sont donnés par :

0 0 0 40 0 i
I,(5)=|0 4 0| : I(S)=|0 0 0 avec:Azﬂzé
0 0 A 0 0 4
R, R,

Calculer en fonction de (v, iy, et L :
1. Les vitesses et les accélérations absolues
des pomnts : G;, G, B.
2. Le torseur cin€tique du systeme au point O ;
3. Le torseur dynamique du systeme au point O ;

4. L’énergie cinctique du systeme.

Solution :

1. Vitesses et accélérations par dérivation :

1.a. Vitesses

T : .
Nous avons : 0 = 5 w = cosl=smy et sinfd =cosy

(L/2)cosy o (—)——» J— (L/2yysiny
s . ) - G . .
O0G, = (L/2)smy = Ve(G) = y 1 (L/2)wcosy
t
0 0
RO ]\
R
Leosy +(L/2)cosy =(3L/2)cosy . o 5? —(BL/2)yysiny
0G, = Lsiny —(L/2)siny =(L/2)cosy = V°(G,) = G = (L/2)ycosy
0 0
R L



2L cos — -2L t// sin i/
— v o d° OB
OB= 0 = V(B)= = 0

1.b. Accélérations des points par dérivation :

. —(L/ 2)(1:/} siny +y° cosy)
— dO I;O G . .
7°(G) = %— (L/2)(ycosy —y~ ssiny)
t
0
R,
. ~Q3L/ 2)(;./;3111 W+’ cosy)
— 07170 .. .
7°(G,) = %‘ (L/2)(ycosy —y’ ssiny)
t
0
Ry

o [,?0 @) [— 2L(ysiny + 1y’ cosy)
R S 0

o -
7 (B) 7

0
R,

2. Torseur cinétique du systéeme au point O ;
Le torseur cinétique a pour €léments e réduction :
- larésultante qui est égale a la somme des quantités de mouvement de chaque solide ;
—2Lwysiny(m+ M)
— — — - .
P’ =mV(G)+mV°(G,)+MV°(B)= Lmycosy

0
R

0

- le moment cinétique total qui est égal a la somme des moments cinétiques des solides.

" Q. /Ry =" (S;/R)+7°(S,/R)) +7°(S,/ Ry)

—

a) moment cinétique du solide (S,) :c°(S,/R,)) = 1,,.Q°+ 0G,AmV°(G,)



_(1/2)ysiny

R 0 0 0 0 (L/2)cosy
a’(S/R,)= |0 4 0 0| + (L/2)siny A (L/2)wcosy
0 0 4 0 0
R RLY he
| R,
. 0 0 [ 0
a’(S,/R,)= 0 = 0 = 0
1 * mL ¢ mL> * mL> * lmﬁ y
Aw+ 174 W+ W W
R, 4 R U 12 4 R U3

— o

b) moment cinétique du solide (S,) : 5°(S,/Ry) =1, Q0+ OG, AmV°(G,)

. 4 0 0 0 (3L/2)cosy J— (3L/2 )ysiny
c’(S,/R,)= |0 0 0 0] + (L/2)siny A m (L/2)ycosy
0 0 4 7] 0 0
R R R, 1
| R
- 0 0
a’(S,/R,)= 0 = 0
4é+ mL® * ml’ é+ 3mL*

4 .
R, 4 R\ 12 4
T ;. * * .
or nous avons : ¢ = 5 - alors en dérivant nous avons : 6 = — yoenon obtient :
[ 0
0

o’(S,/R)=
lsz .
Ro 3

— —

¢) moment cinétique du solide (S,) :c°(S,/R,) = OBA m V°(B)=0 car OB /| V° (B)

d) Moment cinétique du systéme :

. 0 0 0
O /R)= | 0 + 0 = 1 0
mL* * 2mL* W I ‘/f

AN S W



3. Torseur dynamique du systéme au point O
Les ¢lements du torseur dynamique sont :

—

- - -
- larésultante dynamique : D =m, y°(G,) + m, " (G,) + m, y°(G,)

—2L(m+ M)(;/; siny + w cosy)
D= }?’IL(!./:’COSW—W.'E ssiny)
0
Ro .

- 0

d° JO(Z;‘RO)— J, 0
dt Lo
R, mlL™

—
- le moment dynamique du systéme : 5°(D_/R,) =

4. Energie cinétique du systeme.
L’énergie cinétique du systeme est €¢gale a la somme des énergies cinétique de chaque solide

par rapport au méme repere.
Eg (Z‘ RO) - Eg (Sl RD) + E?* (Sz / Ro) + Eg(S3 / Ro)

a) Energie cinétique du solide (S))
. 1 i ’ 1 7 =
E.(S, ;-'RO)_Em(VD(GI)J +5Qf A, (S).QFf

0 0

(=]

| 1 (LY 5 1 . 1 (LY 1 mL’
EX(S,/R)==m| — | v’ +=0,0,y)|0 4 0 =—m| = | YAy’ =—y’
c(lo)z(z]wz( Y) : 2(2JV SAV ==
0 0 4|y
b) Energie cinétique du solide (S,)
0 1 jo i 1%0]_ %0
EC(Szf'Ro):EN? V(G,) +EQZ 15,(5,).Q,
5 4 0 00
O ! 1 L . 1 2 .2 l h
E(S,/ Ry = m (9sin y + cos” )y +(00,0)0 0 00
0 0 Afe
2 . . 2 . 2 .
E%(S, /Ry ="L (1+8sin* l//)l//z+i‘492 =L (1 4 8sin® vy + mL_ o
- 2 8 24
0 mL* " S .2 , Sl -2
E.(S,/R,)= Wiy sinTy =ml y g+51n 74



b) Energie cinétique du solide (S,)

2
' 1 - .') - 2
EZ(S,/R,) = Em(P’O(B)J =2ML y’sin’ y

d) Energie cinétique du systéme :

. L.Z - .’) l o .’) o Lg .’) . ,
EX(S,/R,)) = n W+ mlL t//‘(6+ sin” l,z/jJr 2MLP v sin® w = mg W (m+2M)L w’ sin’ w
0 ml? ") 2 %y o
E (S, /R) = 3 v+ (m+2M)L w” sin” v
Exercice 2 :

Soit une plaque homogene (S) rectangulaire de largeur 2a, de longueur 2b et de centre de

masse G. Elle est rotation a une vitesse angulaire fixe autour de 1’un des ses point A dans le

- - — - - - -

— — —
plan (x,.v,) telque z, =z, =z, =z, et (x,,x;) = (»,.»,) =w . Lepoint A se deplace sur

— - - - = -

— — b
I’axe (O,x,) telque: O4 =xx, et G4 =—y,. Onprendra R (O,x,,v,,z, ) comme repere

S 3

de projection. Déterminer :
—
1. La vitesse de rotation instantanée de la plaque par rapport au repere R, : Q°

- —
2. Les vecteurs vitesse et accélération absolues du point G : V°(G) et y°(G) ;

3. Le moment cinétique de la plaque au point A ;
4. Le moment dynamique de la plaque point A4 ;
5. L’énergie cinétique de la plaque. :"‘ 5
20 A J;l
On donne :
o R x - > -
V3
4 0 0 LA
I,= |0 4 0 Y2
0 0 C 4 QRSN
% ¢ T X =X
2 2
) :mb \ C:ﬂ(cﬂ—bz)
12 12




Solution :

N
. . . - M . 0
1. Vitesse de rotation instantan€e de la plaque par rapport au repere R, : Q;

. —

- - - - .
Q) =Q;+Q+Q) = wz avec y=Cre

2. Vitesse et accélération absolues du point G: 7°(G) et °(G) ;

2.1. Vitesse absolue du point G :

- - - SN
Par la cinématique du solide nous pouvons écrire : V°(G) =V °(4) + QA AG

x , , —(b/3)siny
Nous avons : O4= <0 , AG = —;yg = —;(cos Wy, +siny x, ): —(b/3)cosy

0 ) ) 0

R, R
R X 0 —(b/3)siny x—(b/3)wcosy
V(&= <0 + 0 A —(b/3)coswy= 1(b/3)ysiny
0 4 1 0 0
g0 R R k
2.2. Accélération absolue du point G :
—» 0 _>0 ~ 1 /_>0 Y — -
Par dérivation nous pouvons écrire :  7°(G) = d I; ©) _ d Id &) +QAT(G)
t t

e b . .,, .
x—;[g{/cosw —y’ sin gu)

— 1 ,;)0 l .. e
7°(G) :a’Id(G): Z;(gysin W+’ cos y/}
t :

0

R,

3. Moment cinétique de la plaque au point A4 ;

o, (S/R)=1_Q+A4G rnmV°(G)

——sin v Zycosy
4 0 0f O ; v ; BW ’
g,(S/Rj))= |0 4 0 0. +m —;COSQ/ A ;yxsinw
RLO O Cl-v 0 0

R R,



- . 2 . —

c,(S/R)=|-Cy—m 5 wsinzW+m%cosw(.‘r—%{ycosyfﬂzl

- . 2 . —

c,(S/R)=|-Cy—m 5 W+ ﬂ?%;ﬂCOS t,//}z1

4. Moment dynamique de la plaque au point 4 ;

> S/R,
5 ,(S/R)= d°0,(S/R,) PO AmI(G)
dt
d’ - S/R d' S/R d' ; S/R e
9457 Ky) _ U ( )+Q /\O' (S/R )f—o’i( o) car Q) =0
dt dt dt
do g SJ'IIJR . hz .. .. . e —
0, (57R,) _ —ng—m'—gy+méxcosy/—méstinw z,
dt 9 3 3
;( .;.'— (b/3) 1,/./cos 7% 0
VoA AmV(G)= 10 Am L(B/3wsiny - 10
e
0 0 m—xysiny
R, R R 3
- e 2 e bc- ] -
ondéduit: &,(S/R,)=|-Cw— ????l//-l- m;xcos vz,

3. Energie cinétique de la plaque (S)

- 2 - -
EX(S/R,)= %H{VO (G)) 4 %Qf 1,(5).Q°

2

EX(S,/R,)) = %m( A.*—%l;/cos WJ

1 > b* *, 2b- 1
S,/ R)=—m| x"+— g’ f—x cosw |+—C
Ec( o) 5 ( 9 ¥ w v} 5 r//

4 0 0] 0

1 (b 2 .
—m Swsing | + =(0,0~w) 0 4 0] 0
5 (SW t/} 2( ) )

00 C| -w



Exercice 3 :

Soit un systeme constitué d’une tige filetée OA li¢ au repere R, (O,x'l. y'l._zl) .Latige de

— — .

masse négligeable tourne autour de I’axe z, = z, avec une vitesse de rotation « = Cte .

Un cylindre de masse m, de hauteur 7 et de centre d’inertie G, i€ au repere

- 5 >

R,(G,x,.v,.z,)s enroule autour de cette tige et 1l a deux mouvements:

- = =

- L’un, de translation de son centre d’mnertie G, li€¢ au repere R, (G, x,,y,,z,) , suivant

—

—» -
I’axe de la tige x; =x, avec une vitesse lin€aire x(7) ;
* - . - ¢
- L’autre, de rotation autour de 1’axe x, avec une vitesse de rotation y = Ctre et tel que

R — B
(v, v:)=(2,.2) =y
On prendra R, comme repere relatif et repere aussi de projection.
Déterminer :

1. Le tenseur d’inertie du cylindre au point G par rapport aux reperes R, et R, ;

2. La vitesse de rotation instantan€e du cylindre par rapport au repere R, ;

3. Lavitesse et I’acc€lération du point M par composition de mouvement
4. Les torseurs, cinetique et dynamique, au point O par rapport au repere R ;
5. L’énergie cinétique du systeme.

- —
ZO’ 1
—
“2 8
x(1)
0 —

- 5 o
Xp, X5, X,




Solution :

1. Tenseur d’inertie du cylindre au point G par rapport aux repéres R, et R, ;

Le tenseur d’inertie du cylindre dans le repere R, est donn€ par :

I 2
”"? 0 0
- 0 mR? . mh* 0
4 12
0 0 mR’
RL 4

mh’
12

. B

_ mR’
4

2. Vitesse de rotation instantanée du cylindre par rapport au repére R, ;

—>

—
Le repére R, esten translation par rapport au repere R, alors : Q) =0

. =

- - - - . =
Q=0+ +Q) =az,—yx,=

R

—y
0

a

2

3. Vitesse et I’accélération du point M par composition de mouvement :

3.1. Vitesse :

—

Nous avons : OG= 10
R,

GM— J

|

0
0
R

0
Rsiny

R Rcosy

La vitesse absolue est égale a la vitesse relative plus la vitesse d’entrainement.

VOM)Y=V*(M)+ V(M)

. 0
dPGM

R .ICOS
r 2 4

V(M)
R - Ry siny

et

— — — N
V(M) =V"(G)+QIAGM

2
mh

12




— — J,.X 0 X X

PG =06 _d°0G 5 56— Jor Jon o= lia
dr i 10 clo o lo Lo
RZ ’ ’ R2
J/O 0 —Rc;:sinl//
OO/\ é:’_l;[— 0 A Rsiny = 0
RL} R |Rcosy 0

2 2

En faisant la somme des termes on obtient :

x— Rasiny

Vo(M)= xa+ Ry cosy
—Rysiny

R,

3.2. Accélération :

L’expression de I’accélération absolue par composition de mouvement s’€crit :
4 (Vf)—/ M) +7, (W)Jr C(M)

0

S d’ I; M [
rron="—0

TR — Ry’ siny
r L]
R ]—sz cos
K i 0 0 i — 0 0 =
J/S(JJ)::VS(G)-FGI /\GW—#— QO/\QO/\(LM ; avec ddQE —0
[

x ' . v
— do I::)O(G) dz L/O(G) .-r\. O .l. [A—i\(}'
75(G) = y y VO(G)— xa + J0A Jxa= 2y

4 ! .
0 R & 0 1\ 0
RZ = RZ R,

R Jo 0 [ 0 [ 0
Q) /\Q AGM= 10/\ 0A leinw: —Ra’ siny
 lReosw |

Rcosy R 0
= 2

10



o 0 [ 0 _ORpacosy
Ve (M) = 2{93 AV? (M)J =2 0A Rycosy = 0
el

o ~R i 0
R, : wsiny & |
. 0 x—xa’ J 0 ~ 2Ry acosy
v (M)= {-Ry’siny + 2xa + {-Ra’siny+ 0
_RWZ COSW 0 1 0 0
R, d %, R,
— xaz—2Rr,/./c;xcos %
7' (M)= 2 va—Ra? siny/ — Ry’ siny
—~ Ry’ cosy
R

2

4. Torseurs, cinétique et dynamique, au point O par rapport au repére R, ;

4.1. Torseur cinétique

Les deux €léments de réduction du torseur cinétique sont :

mx
— — .
- la résultante cinétique : P=mV°(G)= mxa ;
0

R

2

. -

- le moment cinétique : " (S/R,) =1,.Q] + OGAmV°(G)

N 4 0 0f-w J/x mx — Ay
o’(S/R)={0 B 0 0 |+0 A <mxa = 0
0 0 B| « 10 0 Ba+mx*«a
- - Rz Rz
_mR’
- 2
o’(S/R,) = 0
(M?R2 mh’ 5 J .
+mx” |«
4




4.2. Torseur dynamique

Les deux ¢léments de réduction du torseur dynamique sont :

m(x—xa’)

- la résultante dynamique : D =m y°(G)= 2;37;“(;:
0
R,
- le moment dynamique : : (E?O(S',s-"RD)_MJrI (O)/\mI’O(G) or I (O)=0
t
= S/R)) d’ S/R, o
d’ou : ﬁa‘O(S,-f"RO)_ o ( ) 49 ( ) Ac®(S/R,)
dt dt
mR* *
. J 0 0 Y
5°(S/R,)= 0 + J0a 0
1 S : mR>  mh’ .
R 2mxxa R @ ; + . +mx? la
R\ ]
2 L .
5(S/R,)= [ mR
RﬁlZma xao
S. Energie cinétique du systéeme.
- . | . 5 . 4 0 0 - | . .
EC,:Eﬂﬁ.IG.Qﬁ +Em(V°(G)J :5(—y/,0,a) 0 B O 0 +Em(x2+x2a3J
0 0 B o
R
. . 1 . . 2 e 2 . .
Ec,:lAl//ZJrlBaerim +xtal :l mR Wi+ mR +m'h a’+ml x+xa’
2 2 2 21 2 4 3

12



Exercice 4 :

Une machine de pongage des sols est composee d’un bras OAC de masse négligeable tel que

0A=L, AC=L/2 et d'un disque de rayon R et de masse M . Le bras est en mouvement de

rotation par rapport au bati fixe avec une vitesse de rotation y = Cte. Le disque tourne autour

du bras AC avec une vitesse de rotation € = Cfe On prendra R, comme repere de

projection.
Déterminer : - -

. . . , . ZO ] Zl
Vitesse de rotation instantanée du disque

Vitesse et accélération absolues du point C N
U

Le torseur dynamique du disque en O ;

1
2
3. Le torseur cinétique du disque en O
4
5

L’énergie cinétique du systeme.

Solution :

1. Vitesse de rotation instantanée du disque par rapport au repére R, :

0
QI =0Q1+Q) =yz,+0x,= 0 ou w+6=_Cre
R w+0

2. Vitesse et accélération du point C :

2.1. Vitesse :

)4
Nous avons : OC = Od+ AC= J/ 0 : I_/:“(O):B
Rﬂ—f:;z
R
POC) =V (@) + O A0C = TUC= 10 A 1 0= Ly
ij th;z Rllo

13



2.2. Accélération:

- dO ;O(C) arl ;0((1) — —
9 (C) = — +QATY(C) avec
7 (C) o o ) ()
. 0 0 [—Lyﬁ
7(C)= 10 A {Ly= 0
0 0
Wl gl |
R

3. Le torseur cinétique du disque au point O :

dt

Les deux €léments de réduction du torseur cinétique sont :

0
- la résultante cinétique : P° =mV °(C)= JI/MLI,;
0
R

—

- le moment cinétique : o’ (S/R,)=1..Q) + OCAMV"(C)

R MR* /4 0 0 0
a’(S/ R,))= 0 MR* /4 0 0
R 0 0 MR* /2| w+6
2
B MI? f
- 2 v
a’(S/ R)) = 0
/ 2 L4 . L]
- 5 (w+6)+MLy
R,

4. Le torseur dynamique du disque au points O :

—

|

Les deux éléments de réduction du torseur dynamique sont :

. [ - ML r,y
- la résultante cinétique :5 =my°’(C)= 0
| o
R

L
0 A

) R L[. /2

dvee)

-

0

R,

d°c®(S/R,) d'a’(S/R))

- le moment dynamique : 5°(S/R,) = 0

dt

+QAc*(S/R,)

14



d'c®(S/R,)

-0
dt
0 . L‘W 0 3
0oy 0 0sa 2 ML °,
S (S/R)=Q/ A0 (S/R))= 0A 0 = {- 5 7
Rllw : 5 (w+6)+ML vy R 0
R

5. [Energie cinétique du systéme.

— - — 2
E.-tavr .o+ %M(V“(C)]

C’:E

| MR*/4 0 0 0 .
E. :E(l//+6, 0, OJ 0 MR’ /4 0 0 +54ML2 v’
0 0 MR*/2]p (y+0
1;14}32(' ) N
== +6 | + ML v
cT5 4 5 Y




