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Exercice 1 :

Une barre homogeéne A8 = L , de masse m est attachée initialement par son extrémité B, par

un fil inextensible a un bati fixe. L autre extrémité 4, repose sur un sol parfaitement lisse.

s
Soit ¢, 1’angle d’inclinaison initial de la barre avec 1’axe vertical (©,.1v,) . A un instant 7

quelconque on coupe le 1il et la barre tombe sans vitesse initiale. On considere que le

—  —

v,.z,)un repere li€ a la barre tel que

- - —
mouvement se fait dans le plan (x,.v,) . Soit R, (4, x,,

- — - — —

——> b d
(xy.x,) =(v,.»,) =6. Ondonne OO, = xx, ectle tenseur d’inertie de la barre en son centre

4 0 0 .
"

d’inertie & dans le repére R, s écrit : IG,Rl O 0 o avec A= >
0O 0 A4 R, -

On prendra le repére fixe R (O, ,\T; .Vp-Z,) comme repere de projection.

1. Deéterminer les vecteurs, position, vitesse, accélération absolue du point & ;

2. Appliquer le théoréme de la résultante dynamique au point & ; En déduire que le centre &
de la barre reste en mouvement vertical lors de sa chute ;

3. Appliquer le théoréme du moment dynamique au point & ;

4. En déduire 1’expression de 1’accélération angulaire ¢ en fonctionde /L.6.6 et .

-~ -~
H
:
;




Solution :

T - - = T

R, (0.x,.v,.z,) repere fixe et R, (4,x,,v,,z,) esttelque: Q) =8z, =6z,

1. Vecteurs : position, vitesse et accélération absolue du point G ;

— S

— — - L —>
O0G=00,+0,G = xonrgcos(ﬁyo

58-‘: %cos@ = V(G)= gﬁsinﬁ : 7°(G)= é(@SinHJrHECOSQ] :
0 0 1
R\ 0
0 RO i Rg

2. Théoréme de la résultante dynamique au point G ;
La résultante des forces extérieures appliquées a la barre est €gale a la masse de la barre par
I’accélération de son centre d’inertie. Le sol est lisse, alors la réaction au point A est suivant

I’axe (O, y) donc normale au plan horizontal.

N

R+ P=my"(G) (1

La projection de cette équation vectorielle sur les axes donne :

mx=0 < x=0 (2)

R, —P_—m%(fésinmez cos@] 3)

I.a barre tombe sans vitesse initiale alors : x =0 = x =Cte

Comme x=Cte alors le centre d’inertie G de la barre tombe verticalement.



L’¢quation (3) s’¢erit: R, =mg - m%(ﬁsin@ + 67 cos 8]

3. Théoréme du moment dynamique au point G ;

Le moment des forces extérieures est €gal au moment dynamique de la barre.

> M(F,)/G=35,(S/R)) 4)

£si116r’

2 0
— ) — —> L L i —
D M(F.)/G=GAAR,= {-Tcos@A <R, = 0 =—R, sinbz,
" . 0 |Lrosme 7
0 R, R 5 ks sin
R

Le moment dynamique est €gal a la dérivée du moment cinétique au point G :

d’c.(S/R,)

0s(S/Ry) = 4 or nous avons : o,(S/R,)=1,.Q}
g -
CERRL
- Lz . - L3 . >
o (S/R)= | 0 0 0 |o0]=20z=""02,
ml® | 12 12
0 0 0
RL 12 |
AP d° o, (S/R e
5.(S/ Ry =L T B ) mL 5o

dt 12 7°

En égalisant les deux expressions on obtient :ER 4y SINO = mé‘ e
mL :9.
R, =— 5
Y 6 sind )

4. Expression de I’accélération angulaire ¢ en fonction de 2,6.60 et g.
En remplagant I'expression de R, dans I’équation (3) on déduit I’équation différentielle

décrivant la chute de la barre :



@‘i:mg—m£ Osing+0°coso | = o ML .l
6 siné 2 6 siné

+m—sinf |=mg —mzé’z cosf

.. o .2
:%(Zg LB cosb) :

dou @ =: - né
L(1+3sin” )

Exercice 2 :

Un pendule pesant constitué d’un solide homogeéne de forme quelconque, de masse m tourne

autour d’un point fixe @ lui appartenant. La liaison entre le solide et le bati est de type

-

.
cylindrique. Le pendule est lié au repere R (O,x,,Vv,,z,) en mouvement de rotation par

—

- — — — - -
rapport a un repere fixe R, (O.x,.V,.Z,) lie au bati tel que : (xg.x,) = (Vo.1,) =&
Le tenseur d’inertie du pendule en son centre d’inertie &G dans le repére R, est égalea: [

——— —

On donne OG =L x;, avec L= Cte: R, estlerepére de projection.

1. En utilisant les théoremes de la résultante dynamique et du moment dynamique, €tablir
I’équation différentielle du mouvement :

2. Retrouver ’expression de cette équation en utilisant le théoréme de conservation de
I’énergie mécanique totale

3. En déduire 1’équation différentielle du pendule simple ainsi que sa periode.

Solution :

- = -

R,(0,x,,v,,z2,) repere fixe

e - . - . -

R (4,x,v,z) esttel que: Q) =0z, =0z,



Vitesse et accélération du point G :

. . L 0 L Jo
VoG =T°(0)+QA0G= {0An 0= <L6O

0 10

R % RO R
— dO I—:)O G dl I:)O G — — 0 0 0 _ng
7(G) = 'd()— 'd()+Qf/\V0(G)— LO+ {0n {LO= Lo
f t .
0 0 0 0
R RORL
R

1. Théoreme de la résultante dynamique et du moment dynamique au point G ;

1.a. Théoréme de la résultante dynamique au point G ;

La résultante des forces extérieures appliquées au solide est égale a la masse du solide par

I’accélération de son centre d’inertie. L articulation au point O est cylindrique, la réaction a

- -

deux composantes dans le plan (x,, y,)

R,+P=my°(G) 1)

La projection de cette équation vectorielle sur les axes donne :

R, +mgcost =-—m6’ 2)

R, —mgsind =mL6 3)

1.b. Théoreme du moment dynamique au point G ;

Le moment des forces extérieures est €gal au moment dynamique de la barre.

> M(F,,)/G=5,(S/R,) )
-L J R, 0
> M(F,)/G=GOAR,= {0 A <R, = 0 =-IR, z,
" 0 1 0 ~LR,,
R K R, o

Le moment dynamique est €gal a la dérivée du moment cinétique au point G :



d’c,(S/R,)

O0.(S/Ry) = & ornous avons : 0, (S/R)=1,.Q] = o,(S/R) =1, ézl
— ) dO 4}‘ .S':.‘"R e —»
S.(S/R,) = 4 05(S/R,) _ 1,6z,
dt
. s 1,0
nous avons ainsi ;. — LRQY =10 < Roy =_ ; 4)

1.c. Equation différentielle du mouvement

. C . 1,6 , -
On remplace I’équation (4) dans I’équation (3), on obtient : — GT —mgsiné =mlL 6

. (1 mgL

9(mL2+IG)+mgLsint9:0 < 6+ > sind =0
mL™ +1

G

2. Equation différentielle en utilisant le théoréme de conservation de I’énergie totale ;

L’¢nergie totale dans la position 1 est ¢gale a I’énergie totale dans la position 2. : E, = E,

2 — - 2 ’
1 (> Lot QoL (=) 1.~
E, —zm{l’ O(G)J JrEQ:) ]G'Qf _21?7([9) +EIG'6)Z

E, =mg(L—Lcos@) = mgL(1-cos0)

2

1 .2 1 . .
SmL 6 41507 =mgl(1-cosd) < 6 (mL> +1, )= 2mgL(1-cos6)

En dérivant les deux termes on obtient : 26 (;’(muiZ +1, ) =2mgL@sing

. ) .. L
fﬁ?(mL2 +IG)—mgLsmH =0 < o + &

3. Equation différentielle du pendule simple ainsi que sa période.

Dans le cas d’un pendule simple 7/, =0 , ets’il a de faibles oscillations alors : sin€ = 6

) . It 5 2 L
I’équation devient : & + Ep-0 o= et T="" -2z |5
L ()] fed

b~ |og



Exercice 3 :

Une demi sphere pleine de centre C, de rayon R, de masse M, de centre d’inertie G est

- = =
animee d’un mouvement plan par rapport au repere fixe R (O, x,.,v,.z,). Elle est en contact
avec le sol lisse en A et le mur lisse au point B. Elle glisse sans frottement sur les deux points.

N =
Le tenseur d’inertie de la demi sphere pleine en son centre C dans le repere R (C,x,,y,.z,)
4 0 0 .
estdommépar: I, =0 4 0| avec 4=_MR* et CG=a
5
0O 0 4

1. Déterminer la vitesse et I’accélération absolue du points G dans R, et R, ;
Déterminer les coordonnées du centre instantané de rotation (CIR) de la demi sphere ;

3. Calculer les réactions N, et N enfonctionde £, et & en utilisant le théoréeme de

la résultante dynamique ;
4. En utilisant le théoreme du moment dynamique trouver I’équation différentielle de
mouvement de la demi sphere;

5. En intégrant I’équation de mouvement et en prenant les conditions : #(0) =0 et (0) =0 ,

., 2Mga
montrer que 'ona: 6 = 289 Gine

6. Retrouver I’expression de 8% en utilisant la conservation de 1’énergic mécanique totale ;
7. En déduire les expressions des réactions R, , R, et de 'angle limite &, pour lequel la
demi sphere pleine quitte le mur.

Solution :
1. Vitesse et accélération absolue du points G dans R, et R, ;

A partir du vecteur position du point G nous déduisons la vitesse et I’accélération :



R J—acos@ J'R—acos(? J'—a

Nous avons : OG = O0C+CG= R+ —asinfl= {R-—asinf , CG= 0
oxl 0 glo 1
R, OR, e e

. — . -

Q) =60z,=0z

Dans le repére R, :

. a(g’sinéﬂﬁ;zcosf?)
. 0 J, afsiné R A ]
oy =99 | _bacose = =0V O —a(écosmezsine)
dt 1 0 dt
R, 0
Ry
Dans le repére R, :
N 0 22 N J’O —a 0
roG -9 _dCG oo cée lon Lo |ab
dt dt 1
R a R 0 R 0
R L e Io [0 0 a6’
22V VG o oG 1oah Jon 1—at= -ad
dt dt .
Rl 0 le’ RO 0

2. Coordonnées du centre instantané de rotation (CIR) de la demi spheére ;

Nous pouvons le déterminer de deux fagons : I’une graphique et I’autre analytique.
Méthode graphique : 1es directions des vitesses des deux points A et B du solide sont
connues, on trace les perpendiculaires a celles-ci au méme point, leur intersection est le centre
instantané de rofation. Les deux normales se rencontrent au point C, alors celui-ci est

confondu avec le centre instantané de rotation (7 = C) .
Méthode analytique : La Vitesse du centre instantané de rotation est nulle : soit (x;,y;) les

coordonnés du C.LR. dans le repére R, , nous pouvons aussi €crire :

. . . a@smné 0 X, —R+acosé 0
' =r’"(GH+Q°~rGIl=0 < —Qacosf@ + {0An {y, —Rtasinf= <0
1 I

0 e 0 0
. R\ R R,



a0sin@—0(y, —R+asin@)=0 < 6(y,-R)=0 = ¥y =R

—Bacosf+6(x, ~R+acosf)=0 < 6x,~R)=0 = x =R

On voit bien que le C.I.R. est confondu avec le centre C de la demi sphere.

3. Réactions R, et R; en fonction de 0,0 et & par le théoréme de la résultante
dynamique
La résultante des forces extérieures appliquées au solide est égale a la masse du solide par

I’accélération de son centre d’inertie :
— - - o o -
YFE=my'(G) < R, +Ry+mg=my"(G) §))
i
Projetons 1’équation (1) sur les axes du repere R,

R, - ma[[fisin@ 16 cos @J @)

R,—mg= ma[@ cos@+ 6 sin HJ < R,=mg ma(@ cos@+ 6 sin 6’] 3

4. Equation différentielle de mouvement de la demi sphére en utilisant le théoréme du
moment dynamique
Le moment résultant des forces extérieures est égal au moment dynamique du solide au méme

point C.

S M(F,) e =6c(S/R,) = CAANR,+CBARy+CGAmg=30(S/R,)
Le moment dynamique est €gal a la dérivée du moment cinétique :

d° o, (S/R,)

—
O0.(S/R))= , le moment cin€tique au point C est donné par :

dt
o [4 0 00 0
C(S/R) =T Q0 =|0 4 0[0|=46z,=462z =| 0
0 0 Ale A

R,.R,



d"c.(S/R) =~

S.(S/R,)= - = 46z,

o —— o

CAn R,+CBAR,+ CGAm g=0.(S/R,)comme : C4// R, et CB// R, alors:

—acos® 0 0
CGrmg=06.(S/R,)) < —asinf A | —mg = 0 | dou: mgacosd = A6
0 A6
R, R R,
ce quidonne: &= MED 056 4)

S. Equation de mouvement avec les conditions : 4(0) =0 et £(0)=0 ;

On multiplie I’équation (4) par : € , puis on integre

06="20c0s0 = dl Lo*|="8% j(sing)
A 2 A
(1" mga | 15, mga
J.d(QEJ & J.d(siné’) = —0>="5%ine on déduit alors :
12 4 2 1
0 =278 Gneo (3)

£

6. Expression de ¢° en utilisant la conservation de I’énergie mécanique totale :

E.+E,=E  +E, =Cte = E.-E.,=—(E,—-FE,,)

l - - 1 .,,
E.=—Q1.,.Q=—46> . E. =0
2 o 2
o L o O asindo .
f(EPfEPO):J.mg.dOG:mJ‘ — g |e —acosbdd :J.177Lacost9¢7’0:;r?1gasi11€
0 0 1]
0 0
E.—Ep=—(Ey—E,y) = %Aez:mgasiné? = 6> =2"%ne

. . . 2
On retrouve ainsi I’expression de 6~ .

10



7. Expressions des réactions N, , N; et de ’angle limite &, pour lequel la demi sphére

pleine quitte le mur.

11 suffit de remplacer les expression de 6 etde & danscelles de R , St R, :

2
Ry = nm( T8 cosOsin 0 + Z%Sinﬁcos 6’] =322 ingcoso

£ P

mga

R, =mg— ma(TCOS O cos6 +277

2 2
m-ga

sin@sin@]—mg— (u:os2 Q—Sinzé?)

2 2
R, =mg &L 0520

P

6=0
La demi spheére quitte le mursi: Ry =0 <> sinflcosfd =0 = {@ _ T = 0=
2

z
2

11



