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Exercice 1
Une urne contient cinq boules, deux qui portent le numéro 1 et trois qui portent le numéro 2.
On effectue deux tirages successifs sans remise dans cette urne. On appelle coincidence le fait
de tirer une boule de numéro ¢ au i-eme tirage, avec i = 1, 2.

Soit X la variable aléatoire qui représente le nombre de coincidences observées.

1. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X
2. Calculer E(X) et V(X).

Corrigé de I’exercice 1

1. Le nombre possible de coincidences est 0, 1 ou 2. Aucune coincidence correspond au tirage
d’une boule 2, puis d’une boule 1 :

2 1 3 2 4
P(X =1)=P(11 P22) ==X -4+ —-X — = —
( )=PA) +P22) = - x o+ X 7 =35
Pour deux coincidences :
2 3 3
PX=2)=P(12) = - x - = —
( ) =P(12) X110
2.
2 4 6
E(X)= n = 0 X 1 x 2Xpp=—+4+—=1
(X) ;np Pot1Xpit2xpy =15+ 15
et
2
4 12 8
EX2: 2n202>< 12X 22X _ = _
(X?) ;np ot 1 p 2 X py = o = o
Donc
8 3
V(X)ZE(XQ)—(E(X)f:g—l:g

Exercice 2
La fonction de répartition F' d’une v.a. X est définie par :
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( 0 siz <1
1
1_1><2 sil<z <2
1
1-— 12<x<3
F(z) = 2% 3 HesTs
.............. )
l1l-— sin<z<n+1
nx(n+1)
L e e

1) Calculer les probabilités p, = P(X =n), n € N*.
2) Calculer E(X) et V(X)

Corrigé de I’Exercice 2

1 1
p2:]P’(X:2):]P’(1<X§2):F(2)—F(1):1—§:§
1 1 1
=PX=3)=P2<X<3)=F3)-F2)=1- — ===
by =P(X =3) =P <X <3)=F(3) - F2)=1- ——~ — > =~
et plus généralement pour n > 3 :
1 1
w=Pn—1<X<n)=Fn)—Fn—1)=(1— (11—
po=B(n—1<X <n)= F() = Fln =) = (1= cgo) = (1= mmge)
1 1 1 2
n—1 '"n—2 n (n—1)xnx(n—2)
q B 2
OnCpn_(n—l)xnx(n—Q)
+00 1 +o00 9
2) - E(X)= n =1 2 X =
) (X) ;np x 0+ X2+;nx(n—1)><n><(n—2)

2 2
:1+§(n—1)x(n—2)

“+oo

+oo
2 2 2 2
=1 — =1 Z_
+§;<n—1 n—2> +n2<n n—l)
2 2. 2 2 2 2
=14+GE-D+E-D+E =) +.....
tEo-PtE -G -3+
=1-92=_
Donc | E(X) = —1.
- V(X) = B(X?) - B(X)?).
+00 1 +00 9
Or B(X?) = pp=1x0+2*x = 2
r B(X) ;"p O X2+;nx(n—1)xnx(n—2)

—2+§x 2n
—~ (n—1)x (n—2)
2

Or le terme général de cette série est équivalent a = ;| terme de la série harmonique
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divergente, donc cette variable aléatoire n’admet pas de moment d’ordre deux, d’ou la
variable aléatoire X n’admet pas de variance.

Exercice 3
On lancé un dé. Soient X le numéro obtenuet ¥ =6 — X .
Déterminer les lois de probabilité de X et Y

Corrigé de I’ exercice 3
On a X(2) ={1,2,3,4,5,6}, Y(Q) ={0,1,2,3,4,5}.
Les lois de probabilité de X et de Y sont données au tableau suivant :

| e 0o [ v [ 23 [ 4[5 6]
P(X =x) 0 5 5 i 1 I L
UG I

Exercice 4
Soient X et Y deux VARD a valeurs dans N, a un réel telles que

a
2itj

V<Z7.]) S N27 ]P(X =1i,Y = ]) =
1) Calculer a.

2) Déterminer les lois marginales de X et de YV .
3) X et Y sont-elles des VARD indépendantes ?

Corrigé de I’ exercice 4

zzpu—@zzw:

i>0 g>o
<
az 21 :
i>0 j>0
1\ 2
a(z 2@)
>0
1 \2
— a( 1) =1
< 4da =
. 1
ainsi |a = it
. . - 1
2) D’apres la question précédente, a = —
o 1
Done V(i,7) € N* p;j = P(X =4,Y = j) = PERaTE

OnaX(Q)—N VieN

1 1 1 1 1
Zp” Z 9itj+2  9it2 2~ itz xX2= i+l

>0 3>0 §>0

De méme p_; = pr = 2]“

>0

1
Ainsi V(i, j) € N, p;. = o1 et p.; = YEee



1 1 1

3) piﬁ X p7j = 21‘4'_1 X 2]+1 - 2Z+]+2 - pl,j

Donc X et Y sont des VARD indépendantes.

Exercice 5

Soit X une VARD telle que X (€2) = N et dont la loi de probabilité vérifie :
. 4
Vn e N*, f(n) = ﬁf(n—l)

Déterminer la loi de probabilité de X.
Corrigé de l’exercice 5
e Si f(0) = 0 alors par récurrence immédiate, f(n) = 0 pour tout entier naturel n : impossible.
eOn suppose donc f(0) # 0.Par récurrence immédiate, on a :

f(n) =% f(0) pour tout entier naturel n.

+oo
e f étant la loi de probabilité de X avec X(Q2) =N, on a Zf(n) =1
n=0

+o0 +oo
.§f(n)=1@§ﬁf(0)=1
400

— [0
— F(0)ef =1
— f(0) =e*

4
Ainsi |Vn € N, f(n) = 6_45
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Exercice 6
Soit X une v.a. de fonction de répartition F' définie par :

eil?
Fo)={ 3 pour z < 0

1 pour x > 0
La loi de X est-elle continue ?
Corrigé de I’exercice 6
1
Ona F(0) =1et lim F(x)= - # F(0).
z—0~ 3

Donc la fonction F' n’est pas continue a gauche en 0 .
Par suite la variable aléatoire X n’est pas continue.

Exercice 7
Soit X une variable aléatoire de densité f définie par :

T si z € [0,1]
flz)y=¢ 2—2 sizell,2]
0 sinon

1) Déterminer la fonction de répartition de X.
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2) Calculer P{|X — 1| < x} pour z réel quelconque.

Corrigé de I’exercice 7

2

1) Ona F(z) =0 pour x <0et F(z) =1pour x > 2. Sixz € [0,1], F(x) 5

_ o 1 3 x? x?
Sizell,2], F(z)=F(1) + 2-tdt==—=-4+2r— —=——+2z—1.
. 27 2 2 2
Donc
(0 siz <0
2
T stz €0,1]
Fla)=4¢ 2,
—?+2x—1 six e [l,2]
\1 six > 2
2) ~ Siz<0

Ona (| X —1] <z) =0, donc P(|X — 1] < ) = 0.

~Siz>0:
P(IX —-1l<z)=Pl-z<X<z+1)
=Fz+1)—F(1—=x)

— Pour x € [0, 1]
Ona(l1—z)€l0,1] et (1j;x) € [1,2], donc ,
}P’(|X—1|<x):—<x+1) (1—235)

+2(x+1)—1—

= —1° + 2.
— Pourz > 1
Ona(l—2)<0et(l4x)> 2, donc
P(X -1 <2)=1-0=1



